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점과 직선
Ⅰ. 도형의 방정식

001 

점 P(a, b)가 삼각형 ABC의 외심이므로 

APÓ=BPÓ=CPÓ

APÓ=BPÓ에서 APÓ 
2
=BPÓ 

2
이므로 

(a-2)Û`+(b-1)Û`=(a-6)Û`+(b-1)Û`

8a=32    ∴ a=4 

BPÓ=CPÓ에서 BPÓ 
2
=CPÓ 

2
이므로 

(a-6)Û`+(b-1)Û`=(a-4)Û`+(b-5)Û`

4+bÛ`-2b+1=bÛ`-10b+25  a=4를 대입

8b=20    ∴ b=;2%;

∴ ab=4_;2%;=10 

답 ③ 

참고 삼각형의 외심

삼각형의 외심은 세 변의 수직이등분선의 A

B C
O

외접원외심
 

교점이고, 삼각형의 외심에서 세 꼭짓점에 

이르는 거리는 외접원의 반지름으로 그 길

이가 모두 같다. 

002 

P(a, -a+1)이라 하면 

APÓ 
2
+BPÓ 

2

={a-(-2)}Û`+{(-a+1)-5}Û`+(a-6)Û`�  

� +{(-a+1)-(-1)}Û`

=(a+2)Û`+(a+4)Û`+(a-6)Û`+(a-2)Û`

=4aÛ`-4a+60 

=4{a-;2!;}2+59 

따라서 APÓ 
2
+BPÓ 

2
은 a=;2!;에서 최솟값 59를 갖는다. 

답 59 

다른 풀이

선분 AB의 중점을 G라 하면 점 G의

y=-x+1

A(-2, 5)

B(6, -1)

G

P

 

좌표는 

{ -2+6 
2 , 

5+(-1) 
2 }, 즉 (2, 2)

이고, 삼각형 PAB에서 

APÓ 
2
+BPÓ 

2‌�
=2(PGÓ 

2
+AGÓ 

2
)�  

=2(PGÓ 
2
+25)

이므로 선분 PG의 길이가 최소일 때 APÓ 
2
+BPÓ 

2
이 최솟값을 갖

는다. 

선분 PG의 길이의 최솟값은 점 G(2, 2)와 직선 y=-x+1, 즉  

x+y-1=0 사이의 거리와 같으므로

|2+2-1|
"Ã1Û`+1Û`

= 3
'2

∴ APÓ 
2
+BPÓ 

2
=2(PGÓ 

2
+25)¾2_{;2(;+25}=59 

점 P는 직선 y=-x+1 위의 점이다.

따라서 APÓ 
2
+BPÓ 

2
의 최솟값은 59이다. 

003 

ABÓ=;2#; OAÓ에서 ABÓ 
2
=;4(; OAÓ 

2

∴ (a-6)Û`+(b-8)Û`=;4(;_(6Û`+8Û`)=225� …… ㉠ 

삼각형 OAB에서 ∠A=90ù이므로

OBÓ 
2
=OAÓ 

2
+ABÓ 

2

aÛ`+bÛ`=100+(a-6)Û`+(b-8)Û`

∴ 3a+4b=50� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=-6, b=17 (∵ b>0)

∴ a+b=-6+17=11 

답 11 

004 

선분 AC의 중점을 M이라 하면 삼각형의
A

M

B C x

y

O

 

각의 이등분선의 성질에 의하여 참고

BAÓ : BCÓ=AÕMÓ : CMÓ 

이때 AÕMÓ=CMÓ이므로 BAÓ=BCÓ

BAÓ="Ã(-3-0)Û`+(0-a)Û`="Ã9+aÛ` , 

BCÓ=1-(-3)=4 

이므로 "Ã9+aÛ`=4 

위의 등식의 양변을 제곱하면

9+aÛ`=16, aÛ`=7 

∴ a='7 (∵ a>0)

답 ③ 

참고 각의 이등분선의 성질

삼각형 ABC에서 ∠A의 이등분선이 선분 BC와 만 A

B C
D

나는 점을 D라 하면 

ABÓ : ACÓ=BDÓ : CDÓ 

005 

점 A를 지나고 삼각형 ABC의 넓이를 이등분하는 직선이 변 BC

와 만나는 점이 D이므로 점 D는 변 BC의 중점이다. 

BCÓ="Ã6Û`+8Û`=10이므로 

BDÓ=;2!; BCÓ=5 

삼각형 ABC에서 중선 정리에 의하여 

ABÓ 
2
+ACÓ 

2
=2(ADÓ 

2
+BDÓ 

2
)

9Û`+7Û`=2(ADÓ 
2
+5Û`)

2ADÓ 
2
=80, ADÓ 

2
=40

∴ ADÓ=2'1�0 
답 2'1�0 

006 

선분 AB를 k : (1-k)로 내분하는 점의 좌표는 
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{ k_(-5)+(1-k)_3 
k+(1-k)

, 
k_4+(1-k)_(-2)

k+(1-k)
}

즉, (-8k+3, 6k-2)

이 점이 제2사분면 위에 있으려면 

-8k+3<0, 6k-2>0 

∴ ;8#;<k<1 (∵ 0<k<1)

답 ;8#;<k<1 

007 

삼각형 BOC와 삼각형 OAC의 넓이의 비가 2 : 1이므로 

OBÓ : OAÓ=2 : 1 

따라서 점 O는 선분 BA를 2 : 1로 내분하는 점이다. 

선분 BA를 2 : 1로 내분하는 점의 좌표는 

{ 2_3+1_a 
2+1 , 

2_1+1_b 
2+1 }, 즉 { 6+a 

3 , 
2+b 
3 }

이 점이 원점이므로 

6+a 
3 =0, 2+b 

3 =0    ∴ a=-6, b=-2 

∴ a+b=-6+(-2)=-8 

답 ① 

008 

마름모의 성질에 의하여 선분 OC의 중점과 선분 AB의 중점이 

일치하므로 참고

0+6 
2 =

p+q 
2 에서 p+q=6� …… ㉠

0+6 
2 = 4+r 

2 에서 r=2 

또, 선분 OC와 선분 AB가 서로 수직이므로 

6-0 
6-0 _ 2-4 

q-p =-1

-2 
q-p =-1    ∴ q-p=2� …… ㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 p=2, q=4 

∴ p+q+r=2+4+2=8 

답 8 

참고 마름모의 뜻과 성질 

⑴ 네 변의 길이가 모두 같다. 

⑵ 두 대각선은 서로를 수직이등분한다. 

009 

세 점 D, E, F에 대하여

D{ 3_(-4)+1_2 
3+1 , 3_3+1_7 

3+1 }, 즉 D{-;2%;, 4}

E{ 3_8+1_(-4)
3+1 , 3_(-1)+1_3 

3+1 }, 즉 E(5, 0)

F{ 3_2+1_8 
3+1 , 3_7+1_(-1)

3+1 }, 즉 F{;2&;, 5} 

따라서 삼각형 DEF의 무게중심의 좌표는 

두 삼각형의 높이가 같으므로 넓이의 비는 밑변의 길이의 비와 같다. 

¦ -;2%;+5+;2&;
3 , 

4+0+5
3

¥, 즉 (2, 3)

답 (2, 3) 

다른 풀이 확장

삼각형 DEF의 무게중심의 좌표는 삼각형 ABC의 무게중심의 좌

표와 같으므로 

{ 2+(-4)+8 
3 , 

7+3+(-1)
3 }, 즉 (2, 3)

010 

세 점 A, B, C를 꼭짓점으로 하는 삼각형을 만들 수 없으므로 세 

점은 한 직선 위의 점이다. 

즉, 직선 AB의 기울기와 직선 AC의 기울기가 같아야 하므로 

k-3-(-2)
-3-(-3k-3)

=
2-(-2)

-2k-2-(-3k-3)

k-1 
3k = 4 

k+1 , (k-1)(k+1)=12k 

kÛ`-12k-1=0

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 모든 실수 k의 

값의 합은 12이다. 

답 12 

011

mx-y+2m-5=0에서 

(x+2)m-(y+5)=0 � …… ㉠ 

직선 ㉠은 m의 값에 관계없이 항상 점 (-2, -5)를 지난다.

x-2y+3=0(i)

(ii)

x

y

O
-3 -2

-5

3-2

Ú ‌�직선 ㉠이 점 (-3, 0)을 지날 때�  

-m-5=0    ∴ m=-5 

Û 직선 ㉠이 직선 x-2y+3=0과 평행할 때

x-2y+3=0에서 y=;2!; x+;2#;

mx-y+2m-5=0에서 y=mx+2m-5 

두 직선의 기울기가 같아야 하므로 m=;2!;

Ú, Û에서 -5<m<;2!;

따라서 정수 m은 -4, -3, -2, -1, 0의 5개이다. 

답 5 

012 

두 직선 x-y+1=0, 2x+y-7=0의 교점을 지나는 직선의 방

정식은 

이차방정식 kÛ`-12k-1=0의 판별식을 D라 하면 

D
4 =(-6)Û`-(-1)=37>0이므로 서로 다른 두 실근을 갖는다.
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(x-y+1)+k(2x+y-7)=0 (단, k는 실수이다.)� …… ㉠ 

이 직선이 점 (6, 1)을 지나므로 

6+6k=0    ∴ k=-1 

k=-1을 ㉠에 대입하면 

x-y+1-(2x+y-7)=0  

∴ x+2y-8=0 

따라서 A(8, 0), B(0, 4)이므로 삼각형 OAB의 넓이는 

;2!;_8_4=16 

답 ③ 

다른 풀이

x-y+1=0, 2x+y-7=0을 연립하여 풀면 x=2, y=3 

즉, 두 직선의 교점은 점 (2, 3)이므로 두 점 (2, 3), (6, 1)을 지

나는 직선의 방정식은 

y-3= 1-3 
6-2 (x-2)  

∴ y=-;2!; x+4 

따라서 A(8, 0), B(0, 4)이므로 삼각형 OAB의 넓이는 

;2!;_8_4=16 

013 

직선 3x+ay-5=0이 직선 (a-2)x+5y+1=0과 평행하므로 

3 
a-2 =;5A;+ -5

1

aÛ`-2a=15, aÛ`-2a-15=0

(a+3)(a-5)=0    ∴ a=-3 또는 a=5 � …… ㉠ 

직선 3x+ay-5=0이 직선 ax-(a-2)y+2=0과 수직이므로 

3a-a(a-2)=0 

aÛ`-5a=0, a(a-5)=0 

∴ a=0 또는 a=5 � …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 a=5 

답 5 

014 

조건 ㈎에서 직선 CD의 기울기가 음수이므로

q-p
3'2-'2

=
q-p
2'2

<0    ∴ q-p<0 

조건 ㈏에서 ABÓ=CDÓ이므로 

3="Ã(3'2-'2)Û`+(q-p)Û`

위의 등식의 양변을 제곱하면

9=8+(q-p)Û`, (q-p)Û`=1 

이때 q-p<0이므로 q-p=-1 � …… ㉠ 

또, ADÓ∥BCÓ이므로 직선 AD의 기울기와 직선 BC의 기울기가 

같다.

q-1
3'2-0

=
p-4
'2-0

, q-1=3(p-4)  

∴ 3p-q=11� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 p=5, q=4 

∴ p+q=5+4=9

답 9 

015 

직선 y=-x+5의 기울기가 -1이므로 직선 AH의 기울기는 1

이다. 

즉, 직선 AH는 기울기가 1이고 점 A(6, 3)을 지나므로 그 방정

식은 

y-3=x-6  

∴ y=x-3 

y=-x+5, y=x-3을 연립하여 풀면 x=4, y=1 

따라서 H(4, 1)이므로 a=4, b=1

∴ a+b=4+1=5

답 5 

016 

OBÓ="Ã(7a)Û`+aÛ`=5'2a 
두 점 O(0, 0), B(7a, a)를 지나는 직선의 방정식은 

y=;7!; x  

∴ x-7y=0 

점 A(2a, 6a)와 직선 x-7y=0 사이의 거리를 d라 하면 

d= |2a-7_6a|
"Ã1Û`+(-7)Û`

=4'2a 

이므로 삼각형 OAB의 넓이는 

;2!;_OBÓ_d=;2!;_5'2a_4'2a=20aÛ`

삼각형 OAB의 넓이가 세 자리 자연수가 되려면 

100É20aÛ`<1000, 5ÉaÛ`<50

∴ '5Éa<5'2
따라서 구하는 자연수 a는 3, 4, 5, 6, 7의 5개이다. 

답 ② 

017

원의 반지름의 길이를 r라 하면 BDÓ=2r이므로 

DCÓ='2r    ∴ r= 1
'2

 DCÓ

두 직선 3x-2y+6=0, 3x-2y-2=0은 서로 평행하므로 선분 

DC의 길이는 두 직선 사이의 거리와 같다.

즉, 선분 DC의 길이는 직선 3x-2y-2=0 위의 점 (0, -1)과 

직선 3x-2y+6=0 사이의 거리와 같으므로 

DCÓ= |3_0-2_(-1)+6|
"Ã3Û`+(-2)Û`

= 8
'1�3

따라서 r= 1
'2

_ 8
'1�3

= 8
'2�6

 이므로

S=p_{ 8
'2�6

}2`= 32
13 p    ∴ 

13
p  S=32 

답 32 

018

P(x, y)라 하면 점 P는 두 직선 x+2y-4=0, 2x-y+1=0으

로부터 같은 거리에 있으므로

|x+2y-4|
"Ã1Û`+2Û`

= |2x-y+1|
"Ã2Û`+(-1)Û`

x+2y-4=Ñ(2x-y+1)

∴ x-3y+5=0 또는 3x+y-3=0 

점 H는 두 직선 

y=-x+5, y=x-3의 교점이다.
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따라서 a=-3, b=3, c=-3이므로 

abc=-3_3_(-3)=27 

답 27 

참고

두 직선 l, m으로부터 같은 거리에 있는 점의

m

l  

자취는 두 직선 l, m이 이루는 각의 이등분선

이다. 

019

ABÓ=4-(-2)=6 

BCÓ=9-1=8 

CAÓ="Ã{4-(-2)}Û`+(1-9)Û`=10 

선분 BC가 ∠B의 이등분선이므로 

BAÓ : BCÓ=ADÓ : CDÓ=6 : 8=3 : 4 

따라서 점 D는 선분 AC를 3 : 4로 내분하는 점이므로 

ADÓ=10_;7#;=:£7¼:

CDÓ=10_;7$;=:¢7¼:

:£7¼:, :¢7¼:을 두 근으로 하고 xÛ`의 계수가 49인 이차방정식은 

49{x-:£7¼:}{x-:¢7¼:}=0, 49xÛ`-490x+1200=0 

따라서 p=-490, q=1200이므로 

p+q=-490+1200=710

답 710 

020

이차방정식 x Û`-2(a+b)x+(a-b) Û`+3ab-7a-2b-9=0이 

중근을 가지므로 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면 

D
4 ={-(a+b)}Û`-{(a-b)Û`+3ab-7a-2b-9}=0

ab+7a+2b+9=0, a(b+7)+2(b+7)=5 

(a+2)(b+7)=5 

이때 a, b는 정수이므로

a+2 b+7 (a, b)

1 5 (-1, -2)

5 1 (3, -6)

-1 -5 (-3, -12)

-5 -1 (-7, -8)

즉, 조건을 만족시키는 점 (a, b)

x

y

O

(3, -6)(-7, -8)

(-3, -12)

(-1, -2)를 좌표평면 위에 나타내면 오른쪽 

그림과 같다. 

따라서 두 대각선의 길이의 곱은

"Ã{-3-(-1)}Û`+{-12-(-2)}Û`

_"Ã{3-(-7)}Û`+{-6-(-8)}Û`

=2'2�6_2'2�6
=104 

답 104 

021

오른쪽 그림과 같이 직선 AB와 x축의 교점

x

y

O

A

B

P
P'

을 P'이라 하자. 

x축 위의 점 P에 대하여 

Ú ‌�점 P가 점 P'에 위치하지 않을 때 �  

삼각형 ABP에 대하여�  

APÓ<ABÓ+BPÓ이므로�  

APÓ-BPÓ<ABÓ�  

BPÓ<ABÓ+APÓ이므로 -ABÓ<APÓ-BPÓ�  

-ABÓ<APÓ-BPÓ<ABÓ에서 �  

|APÓ-BPÓ|<ABÓ 

Û ‌�점 P가 점 P'에 위치할 때�  

|APÓ-BPÓ|=|AÕP'Ó-BÕP'Ó|=|ABÓ|=ABÓ 

Ú, Û에서 |APÓ-BPÓ|ÉABÓ

따라서 |APÓ-BPÓ|의 최댓값은 선분 AB의 길이와 같다. 

두 점 A(5, 3), B(1, 1)을 지나는 직선 AB의 방정식은 

y-3= 1-3 
1-5 (x-5)  

∴ y=;2!; x+;2!; 

즉, 점 P의 좌표는 (-1, 0)이므로 

a=-1, b=0 

또, ABÓ="Ã(1-5)Û`+(1-3)Û`=2'5이므로 

M=2'5
∴ a+b+MÛ`=-1+0+(2'5)Û`=19 

답 19 

022

x+5y+2=0에서 y=-;5!;x-;5@;

y=;5!;(xÛ`-2x-8), y=-;5!;x-;5@;를 연립하여 풀면 

x=-2, y=0 또는 x=3, y=-1 

A(-2, 0), B(3, -1)이라 하고 직선 x=1 위를 움직이는 점 C

의 좌표를 (1, k)라 하면 

ABÓ 
2
={3-(-2)}Û`+(-1-0)Û`=26 

BCÓ 
2‌�
=(1-3)Û`+{k-(-1)}Û`�  

=kÛ`+2k+5 

CAÓ 
2‌�
=(-2-1)Û`+(0-k)Û`�  

=kÛ`+9 

이때 삼각형 ABC가 이등변삼각형이 되는 경우는 다음과 같다. 

Ú ‌�ABÓ=BCÓ인 경우

ABÓ 
2
=BCÓ 

2
이므로 26=kÛ`+2k+5�  

kÛ`+2k-21=0�  

이를 만족시키는 정수 k의 값은 존재하지 않는다. 

Û ‌�BCÓ=CAÓ인 경우

BCÓ 
2
=CAÓ 

2
이므로 kÛ`+2k+5=kÛ`+9�  

2k=4    ∴ k=2 

Ü ‌�CAÓ=ABÓ인 경우

CAÓ 
2
=ABÓ 

2
이므로 kÛ`+9=26�  

kÛ`=17�  

이를 만족시키는 정수 k의 값은 존재하지 않는다. 

삼각형의 두 변의 길이의 합은 

나머지 한 변의 길이보다 크다.
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Ú~Ü에서 k=2

답 2

023

세 변 AB, BC, CA의 수직이등분선의 교점 P는 삼각형 ABC의 

외심이므로 

PAÓ=PBÓ=PCÓ

삼각형 ABC의 외심 P가 변 BC 위에 있으므로 삼각형 ABC는 

선분 BC를 빗변으로 하는 직각삼각형이다. 

즉, ABÓ 
2
+CAÓ 

2
=BCÓ 

2

이때 PAÓ="Ã(-3-2) Û`+{4-(-1)} Û`=5'2이고 점 P는 빗변 

BC의 중점이므로 

BCÓ=2PBÓ=2PAÓ=10'2 
∴ ABÓ 

2
+CAÓ 

2
=BCÓ 

2
=200 

답 ① 

024

△PBC : (△PAB+△PCA)=1 : 1에서 

△PBC=△PAB+△PCA 

∴ △PBC=;2!;△ABC 

이때 점 P가 삼각형 ABC의 내부의 점이므

O(A) B

C(2, 6)

4
M

N

P

x

y

로 오른쪽 그림과 같이 점 P는 두 선분 AB, 

CA의 각 중점을 이은 선분 위에 있다. 

두 선분 AB, CA의 중점을 각각 M, N이라 

하면 M(2, 0), N(1, 3) 다른 풀이

따라서 점 P가 그리는 도형의 길이는 선분 

MN의 길이와 같으므로 

MNÓ="Ã(1-2)Û`+(3-0)Û`='1�0 
답 '1�0 

다른 풀이

점 P가 그리는 도형의 길이는 선분 MN의 길이와 같으므로 중점 

연결 정리에 의하여 

MNÓ=;2!; BCÓ=;2!;_"Ã(2-4)Û`+(6-0)Û`='1�0 

025

수직선 위에서 '3 을 나타내는 점을 A, '7 을 나타내는 점을 B라 

하면 자연수 m에 대하여

m'3+'7 
1+m  

은 선분 AB를 1 :  m으로 내분하는 점의 좌표이다. 

이때 수직선에서 선분 AB를 1 :  m으로 내분하는 점은 m의 값이 

커질수록 왼쪽에 위치하므로 m의 값이 커질수록 
m'3+'7 
1+m  의 값

이 작아진다. 

① 
'3+'7 

2 ② 
2'3+'7 
2+1 ③ 

3'3+'7 
3+1

④ 
4'3+'7 
4+1 ⑤ 

5'3+'7 
5+1

따라서 가장 작은 수는 ⑤이다. 

답 ⑤ 

026

ABÓ="Ã(-5-0)Û`+{9-(-3)}Û`=13, 

ADÓ=ACÓ="Ã(4-0)Û`+{0-(-3)}Û` =5

BDÓ=ABÓ-ADÓ=13-5=8 다른 풀이

이고 △BAP »△BDC (AA닮음)이므로

ABÓ : DBÓ=BÕPÕ : BCÓ=13 : 8 

∴ BCÓ : CPÓ=8 : (13-8)=8 : 5 

따라서 점 C가 선분 BP를 8 : 5로 내분하므로

8_a+5_(-5)
8+5 =4, 8_b+5_9 

8+5 =0 

따라서 a=:¦8¦:, b=-:¢8°:이므로

8(a-b)=8_ 122 
8 =122 

답 122 

다른 풀이

점 D는 선분 AB를 5 : 8로 내분하는 점이므로 

D{ 5_(-5)+8_0 
5+8 , 

5_9+8_(-3)
5+8 }, 즉 D{-;1@3%;, ;1@3!;}

이때 직선 DC의 기울기는 
0-;1@3!;

 

4-{-;1@3%;}
=-;1£1;이고, 두 직선

DC와 AP가 서로 평행하므로 직선 AP의 기울기도 -;1£1;이다.

직선 AP는 점 A를 지나므로 그 방정식은 

y=-;1£1; x-3 

한편, 직선 BC의 방정식은 

y-0= 0-9 
4-(-5)

(x-4)  

∴ y=-x+4 

y=-;1£1; x-3, y=-x+4를 연립하여 풀면 

x=:¦8¦:, y=-:¢8°:    ∴ P{:¦8¦:, -:¢8°:}

따라서 a=:¦8¦:, b=-:¢8°:이므로 

8(a-b)=8_ 122 
8 =122 

027

오른쪽 그림과 같이 삼각형 ABC의 내

A

B

C

D

E
F

접원이 선분 BC와 만나는 점을 E, 선

분 CA와 만나는 점을 F라 하자.  

CÕAÓ=AFÓ+FCÓ, CBÓ=BEÓ+ECÓ이고 

FCÓ=ECÓ이므로 CAÓ-CBÓ=6에서 AFÓ-BEÓ=6

이때 AFÓ=ADÓ, BEÓ=BDÓ이므로

ADÓ-BDÓ=6� …… ㉠ 

한편, ABÓ="Ã(9-1)Û`+(8-2)Û`=10이므로

ADÓ+BDÓ=10� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 ADÓ=8, BDÓ=2 

따라서 점 D는 선분 AB를 8 : 2, 즉 4 : 1로 내분하는 점이므로�  

a=4, b=1

∴ a+b=4+1=5 

답 5 

DCÓ∥APÓ이므로 

∠BAP=∠BDC (동위각), ∠B는 공통

006     정답과 풀이
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028

오른쪽 그림과 같이 직선 PC와 선분 AO
A

B

C

Q

P

x

y

O

가 만나는 점을 Q, 삼각형 AOB의 넓이를 

S라 하자.  

점 P가 선분 AB를 2 : 1로 내분하므로 삼

각형 AOP의 넓이는 ;3@;S이고, 직선 PC가

삼각형 AOB의 넓이를 이등분하므로 삼각형 AQP의 넓이는 ;2!;S

이다. 

즉, 삼각형 QOP의 넓이는

;3@; S-;2!; S=;6!; S 

∴ AQÓ : QOÓ=△AQP : △QOP=;2!;S : ;6!;S=3 : 1 

점 Q의 좌표는  점 Q는 선분 AO를 3 : 1로 내분하는 점이다.

{ 3_0+1_(-8)
3+1 , 

3_0+1_a 
3+1 }, 즉 {-2, ;4A;}

점 P의 좌표는  점 P는 선분 AB를 2 : 1로 내분하는 점이다.

{ 2_7+1_(-8)
2+1 , 

2_3+1_a 
2+1 }, 즉 {2, a+6

3 }

직선 CP의 방정식은 

y-0=

a+6
3 -0

2-(-6) {x-(-6)}  

∴ y= a+6
24 (x+6)

이때 점 Q가 직선 CP 위의 점이므로 

;4A;= a+6
24 _(-2+6)    ∴ a=12

답 ④ 

029

오른쪽 그림과 같이 선분 BC를 2 : 1 A

3 6

B CD E

a

b

2 2

로 내분하는 점을 E라 하고, 

AEÓ=a, BDÓ=DEÓ=ECÓ=b라 하자.

삼각형 ABE에서 중선 정리에 의하

여 

ABÓ 
2
+AEÓ 

2
=2(ADÓ 

2
+BDÓ 

2
)

3Û`+aÛ`=2{(2'2)Û`+bÛ`}    ∴ aÛ`-2bÛ`=7� …… ㉠ 

삼각형 ADC에서 중선 정리에 의하여 

ADÓ 
2
+ACÓ 

2
=2(AEÓ 

2
+DEÓ 

2
)

(2'2)Û`+6Û`=2(aÛ`+bÛ`)    ∴ aÛ`+bÛ`=22�  …… ㉡ 

㉡-㉠을 하면 3bÛ`=15  

bÛ`=5    ∴ b='5 (∵ b>0)

∴ BCÓ=3b=3'5 
답 3'5 

030

원점 O(0, 0)과 점 A(-4, 2) 사이의 거리는

x

y

O

A(-4, 2)

B

C

M

OAÓ="Ã(-4)Û`+2Û`=2'5 
선분 AO의 연장선이 선분 BC와 만나는 

점을 M이라 하면 점 O가 정삼각형 ABC

의 무게중심이므로 

OÕMÓ='5 

AÕMÓ=;2#; OÕAÓ=3'5 

정삼각형 ABC의 한 변의 길이를 a라 하면

'3
2  a=3'5    ∴ a=2'1�5 

따라서 정삼각형 ABC의 넓이는 

'3
4 _(2'1�5)Û`=15'3 

답 15'3 

참고

한 변의 길이가 a인 정삼각형의 높이와 넓이는 

(높이)=
'3
2  a, (넓이)=

'3
4  aÛ`

031

오른쪽 그림과 같이 세 점 A, B, C에 A

B

C

P

Q

R

T

U
S

l

x

y

O

서 직선 l에 내린 수선의 발을 각각 S, 

T, U라 하자.

△APS≡△BPT (RHA 합동)이므로 

APÓ=BPÓ

또, △AQS≡△CQU (ASA 합동)이

므로 

AQÓ=CQÓ

즉, 세 점 P, Q, R는 각각 세 변 AB, CA, BC의 중점이므로 삼

각형 PRQ의 무게중심의 좌표는 삼각형 ABC의 무게중심의 좌표

와 같다. 

따라서 삼각형 PRQ의 무게중심의 좌표는

{ 1+(-1)+2
3 , 

3+1+(-1)
3 }, 즉 {;3@;, 1}

답 {;3@;, 1} 

032

삼각형 ABC의 무게중심을 G라 하면 세 A

B
C

G
L

M

N

4
6

10

 

변 AM, BN, CL의 교점이 G이므로 

BGÓ=;3@; BNÓ=;3@; _9=6 

CGÓ=;3@; CLÓ=;3@; _15=10 

GÕMÓ=;3!; AÕMÓ=;3!;_12=4 

삼각형 GBC에서 중선 정리에 의하여 

BGÓ 
2
+CGÓ 

2
=2(GÕMÓ 

2
+BÕMÓ 

2
)

6Û`+10Û`=2(4Û`+BÕMÓ 
2
)

BÕMÓ 
2
=52    ∴ BÕMÓ=2'1�3 

∴ BCÓ=2BÕMÓ=4'1�3

답 4'1�3 

033

PAÓ+PBÓ+PCÓ+PDÓ의 값이 최소가 되도록 하는 점 P는 사각형 

ABDC의 두 대각선의 교점이다. 참고

두 점 A, D를 지나는 직선의 방정식은 

01. 점과 직선     007
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;3{;+;5};=1  

∴ y=-;3%;x+5� …… ㉠ 

두 점 B, C를 지나는 직선의 방정식은 

;6{;+;2};=1  

∴ y=-;3!;x+2� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 x=;4(;, y=;4%; 

따라서 a=;4(;, b=;4%;이므로 

a-b=;4(;-;4%;=1 

답 ④ 

참고

오른쪽 그림과 같이 사각형 ABDC의 두 대각

x

y

O A(3, 0)
B(6, 0)

C(0, 2)

D(0, 5)
P'

선 AD, BC의 교점을 P'이라 하면 

PAÓ+PDÓ¾PÕ'AÓ+PÕ'DÓ=ADÓ

PBÓ+PCÓ¾PÕ'BÓ+PÕ'CÓ=BCÓ

따라서 PAÓ+PBÓ+PCÓ+PDÓ의 값이 최소가 

되도록 하는 점 P는 사각형 ABDC의 두 대각선의 교점이다. 

034

D(0, a), E(b, 0) (0<a<8, b>0)이라 하면 색칠한 두 부분의 

넓이의 합은 

;2!;_(8-a)_8+;2!;_a_b=32-4a+;2!;ab 

사다리꼴 ODBC의 넓이는 

;2!;_(8+a)_8=32+4a 

색칠한 두 부분의 넓이의 합이 사다리꼴 ODBC의 넓이와 같으므로 

32-4a+;2!;ab=32+4a 

ab-16a=0, a(b-16)=0 

∴ b=16 (∵ 0<a<8)

따라서 B(-8, 8), E(16, 0)이므로 직선 BE의 방정식은 

y-0= 0-8 
16-(-8)

(x-16)  

∴ x+3y-16=0 

답 ② 

035

직선 3x+2y-12=0과 x축, y축의 교점을 각각 A, B라 하면 

A(4, 0), B(0, 6)

(k+11)x-y-11-k=0을 k에 대하여 정리하면 

(x-1)k+11x-y-11=0� ⋯⋯ ㉠ 

직선 ㉠은 k의 값에 관계없이 항상 점 (1, 0)을 지나는 직선이다. 

오른쪽 그림과 같이 직선 ㉠이 x축과 만나

x

y

O
3x+2y-12=0

A

B 6

C
H1 4

D

㉠

는 점을 C, 직선 3x+2y-12=0과 만나

는 점을 D라 하고, 점 D에서 x축에 내린 

수선의 발을 H라 하자. 

△OAB=;2!;_4_6=12

이고 직선 ㉠에 의하여 넓이가 이등분되므

로 

△DCA=;2!;_CAÓ_DHÓ=6  

∴ DHÓ=4 

D(a, 4)라 하면 점 D는 직선 3x+2y-12=0 위의 점이므로

3a+8-12=0    ∴ a=;3$; 

∴ D{;3$;, 4}

이때 점 D는 직선 ㉠ 위의 점이므로 

;3!; k+:¢3¢:-4-11=0  

∴ k=1 

답 1 

036

다음 그림과 같이 두 선분 AO, PQ가 만나는 점을 R라 하자. 

x

y

O

A

RB

C

-4

4

-7

7

P

Q

직선 BC가 직선 PQ와 평행하려면 △APR»△ABO (AA닮음), 

△ARQ»△AOC (AA닮음)이어야 한다.�  

즉, BOÓ=4'2, OCÓ=7'2이므로 점 A는 선분 PQ를 4 : 7로 내분

하는 점과 원점을 지나는 직선 위의 점이어야 한다. 

이때 직선 BC의 기울기는 -1이고, 직선 BC와 평행한 직선 PQ

의 기울기도 -1이므로 P(0, a)라 하면 Q(a, 0)이다. 

선분 PQ를 4 : 7로 내분하는 점의 좌표는

{ 4_a+7_0
4+7 , 

4_0+7_a
4+7 }, 즉 {;1¢1; a, ;1¦1; a}

이므로 점 A가 나타내는 도형은 직선 7x-4y=0 위에 있다. 

따라서 a=7, b=0이므로

a+b=7 

답 7 

037

세 직선의 교점의 개수가 2가 되려면 세 직선 중 두 직선이 평행

해야 한다. 

x-y+2=0 � …… ㉠ 

3x+ay-6=0 � …… ㉡ 

(a+1)x-2y+4=0 � …… ㉢ 

Ú 두 직선 ㉠, ㉡이 평행할 때 

;3!;= -1 
a +

2 
-6 에서 a=-3

a=-3이면 직선 ㉢, 즉 x+y-2=0은 두 직선 ㉠, ㉡과 평행

하지 않으므로 조건을 만족시킨다. 

Û 두 직선 ㉡, ㉢이 평행할 때 

3 
a+1 = a 

-2+
-6 
4 에서 aÛ`+a+6=0

이 이차방정식을 만족시키는 실수 a의 값은 존재하지 않는다. 

Ü 두 직선 ㉠, ㉢이 평행할 때 
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1
a+1 = -1 

-2+;4@;

이때 
-1 
-2 =;4@;이므로 두 직선 ㉠, ㉢은 평행하지 않다. 

Ú~Ü에서 a=-3 

답 -3 

038

직선 l의 기울기를 m이라 하면 직선의 방정식은 

y-(-3)=m(x-2)  

∴ y=mx-2m-3

직선 l과 이차함수 y=2xÛ`의 그래프가 만나는 서로 다른 두 점 P, 

Q의 x좌표를 각각 a, b (a<b)라 하면 

P(a, 2aÛ`), Q(b, 2bÛ`)
두 직선 OP, OQ의 기울기는 각각

2aÛ`-0 
a-0 =2a, 2bÛ`-0 

b-0 =2b

이고, 두 직선 OP, OQ가 수직이므로 

2a_2b=-1    ∴ ab=-;4!;� …… ㉠ 

또, a, b는 이차방정식 2xÛ`=mx-2m-3, 즉 

2xÛ`-mx+2m+3=0의 두 근이므로 근과 계수의 관계에 의하여 

ab= 2m+3 
2 � …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 -;4!;= 2m+3 
2

∴ m=-;4&; 

답 -;4&; 

039

직선 y=-;2!; x+k에 수직인 직선 l은 기울기가 2이고 원점을 지

나므로 직선 l의 방정식은 

y=2x 

또, 직선 AB의 기울기는 
3-5 
6-2 =-;2!;이므로 직선 PQ는 직선

AB와 평행하다. 

따라서 △OPQ»△OAB (AA닮음)이고 

(△OPQ의 넓이):(APQB의 넓이)=3 : 7이므로 

(△OPQ의 넓이):(△OAB의 넓이)=3 : 10 

직선 AB의 방정식은 y-5=-;2!;(x-2), 즉 y=-;2!;x+6이고

직선 l의 방정식은 y=2x이므로

-;2!;x+6=2x에서 x=:Á5ª:  

∴ S{:Á5ª:, :ª5¢:}

즉, 

ASÓ=¾̈{:Á5ª:-2}2`+{:ª5¢:-5}2`= '5 
5 , 

BSÓ=¾̈{:Á5ª:-6}2`+{:ª5¢:-3}2`= 9'5 
5

이므로 ASÓ : BSÓ=1 : 9 

따라서 PR Ó : QRÓ=1 : 9이므로 △ORP=3S라 하면

SÁ=7S, Sª=27S

∴ SÁ : Sª=7 : 27 

답 ④ 

040

두 직선 x+3ky-10=0, 3kx-y+10=0은 �  

1_3k+3k_(-1)=0이므로 수직이다. 

이때 직선 x+3ky-10=0은 점 (10, 0)을 항상 지나고, 직선 �

3kx-y+10=0은 점 (0, 10)을 항상 지나므로 이를 좌표평면 위

에 나타내면 다음 그림과 같다.

x

y

O

x+3ky-10=0

3kx-y+10=0

x+y-10=0

A

10

10

B

이때 A(0, 10), B(10, 0)이라 하면 세 직선으로 둘러싸인 부분

은 빗변의 길이가 

ABÓ="Ã10Û`+10Û`=10'2 
인 직각삼각형이고, 이 직각삼각형의 넓이가 최대이려면 선분 �

AB를 밑변으로 할 때 높이가 최대이어야 한다. 

즉, 직각삼각형의 높이가 직각삼각형의 세 꼭짓점을 지나는 원의 

반지름의 길이인 5'2이어야 하므로 구하는 넓이의 최댓값은 

;2!;_10'2_5'2=50 

답 50 

041

다음 그림과 같이 P(a, aÛ`), Q(5, -1)이라 하면 점 P는 이차함

수 y=xÛ`의 그래프 위의 점이다. 

x

y

O

P

Q

y=x2

이때 PQÓ="Ã(a-5)Û`+{aÛ`-(-1)}Û` 이므로 

PQÓ 
2
=(a-5)Û`+(aÛ`+1)Û`

따라서 선분 PQ의 길이가 최소일 때, (a-5)Û`+(aÛ`+1)Û`이 최솟

값을 갖는다. 

선분 PQ의 길이가 최소일 때, 점 P에서의 이차함수 y=xÛ`의 그

래프의 접선과 직선 PQ는 서로 수직이다. 

점 P에서의 접선의 기울기를 m이라 하면 접선의 방정식은

y-aÛ`=m(x-a)  

∴ y=mx-am+aÛ`

이차방정식 xÛ`=mx-am+aÛ`, 즉 xÛ`-mx-aÛ`+ma=0의 판별

식을 D라 하면 

D=(-m)Û`-4(-aÛ`+ma)=0

mÛ`-4am+4aÛ`=0, (m-2a)Û`=0

01. 점과 직선     009
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∴ m=2a

한편, 직선 PQ의 기울기가 
aÛ`+1 
a-5 이므로 

aÛ`+1 
a-5 _2a=-1 

2a(aÛ`+1)=-a+5, 2aÜ`+3a-5=0

(a-1)(2aÛ`+2a+5)=0 

이때 a는 실수이므로 a=1 

따라서 구하는 최솟값은 

(-4)Û`+2Û`=20 

답 20 

042

오른쪽 그림과 같이 직선 BC를 x축으

4

A

8
C

D

Q

P
H

O(B) x

y

로 하고, 직선 AB를 y축으로 하는 좌

표평면을 잡으면 점 B는 원점이고 �  

A(0, 4), C(8, 0)

이때 직선 AC의 방정식은 

;8{;+;4};=1  

∴ y=-;2!;x+4 � …… ㉠

직선 BP의 기울기는 2이고 점 B(0, 0)을 지나므로 직선 BP의 

방정식은 

y=2x � …… ㉡

D(t, 4)라 하면 점 P는 선분 AD를 2 : 1로 내분하는 점이므로 점 

P의 좌표는 

{ 2_t+1_0 
2+1 , 

2_4+1_4 
2+1 }, 즉 {;3@;t, 4}

점 P는 직선 BP 위의 점이므로 

4=2_;3@;t    ∴ t=3 

∴ D(3, 4)

한편, ㉠, ㉡을 연립하여 풀면 x=;5*;, y=:Á5¤:이므로 두 직선 AC, 

BP의 교점 Q의 좌표는 

{;5*;, :Á5¤:} 

점 Q에서 선분 AD에 내린 수선의 발을 H라 하면 삼각형 AQD

의 넓이는 

;2!;_ADÓ_QHÓ=;2!;_3_{4-:Á5¤:}=;5^; 

답 ① 

043

오른쪽 그림과 같이 직선 BC를 x축으

O(B)

A
9

C
6

D

S

P

Q

R

M

x

y

로 하고, 직선 AB를 y축으로 하는 좌표

평면을 잡으면 점 B는 원점이고

A(0, 9), C(6, 0), D(6, 9)

점 M은 선분 DC의 중점이므로 

M{6, ;2(;}

직선 AC의 방정식은 

;6{;+;9};=1  

2aÛ`+2a+5=2{a+;2!;}2`+;2(;>0

두 직선 AC, BP는 수직이다.

∴ y=-;2#;x+9 

직선 AM의 방정식은 

y-9=
;2(;-9

 
6-0  x  

∴ 3x+4y-36=0 

P(a, b) (0<a<6, 0<b<9)라 하면 점 P는 직선 AC 위의 점

이므로 

b=-;2#; a+9� …… ㉠ 

PQÓ=PSÓ에서 

b= |3a+4b-36| 
"Ã3Û`+4Û`

= |3a+4b-36| 
5 � …… ㉡ 

㉠을 ㉡에 대입하여 정리하면 

-:Á2°: a+45=3a (∵ a>0)  

∴ a=:£7¼:

∴ PRÓ=6-a=6-:£7¼:=:Á7ª:

답 :Á7ª:

044

P(a, 0) (-2<a<2)이라 하면 직선 y=x-2와 평행하고 점 P

를 지나는 직선 PR의 방정식은 

y=x-a 

점 R는 두 직선 

y=x-a, y=3x+6

의 교점이므로 x-a=3x+6에서 

x=-;2A;-3

따라서 R{-;2A;-3, - 3a 
2 -3}이므로

PRÓ=¾̈{-;2A;-3-a}2`+{- 3a 
2 -3}2`

=¾̈2{- 3a 
2 -3}2`

=
'2 
2 |-3a-6|

=
'2 
2 (3a+6) （∵ -2<a<2） 

한편, 점 P와 직선 y=x-2, 즉 x-y-2=0 사이의 거리는

PQÓ= |a-2|
"Ã1Û`+(-1)Û`

= 2-a
'2

 （∵ -2<a<2） 

∴ △PQR=;2!;_PRÓ_PQÓ

=;2!;_ '2
2 (3a+6)_ 2-a

'2
 

= 12-3aÛ`
4

따라서 삼각형 PQR의 넓이의 최댓값은 a=0일 때 3이므로 점 P

의 x좌표의 값은 0이다. 

답 0 

점 P와 직선 3x+4y-36=0 사이의 거리
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045

두 직선 lÁ, lª가 평행하므로 lª: x-2y+a=0 (a>0)이라 하면 

C(-a, 0), D{0, ;2A;}

A(2, 0), B(0, -1)이므로 

☐ ADCB=△ADC+△ACB

		  =;2!;_(a+2)_;2A;+;2!;_(a+2)_1 

		  = aÛ`
4 +a+1

즉, 
aÛ`
4 +a+1=25이므로

aÛ`+4a-96=0, (a+12)(a-8)=0  

∴ a=8 (∵ a>0)

따라서 두 직선 lÁ과 lª 사이의 거리는 직선 lÁ 위의 점 A(2, 0)과 

직선 lª: x-2y+8=0 사이의 거리와 같으므로 

d= |2+8| 
"Ã1Û`+(-2)Û`

=2'5  

∴ dÛ`=20

답 20 

046

세 직선 3x-4y+12=0, 4x+3y-25=0, 5y+9=0을 좌표평

면 위에 나타내면 다음 그림과 같다. 

4x+3y-25=0 3x-4y+12=0

5y+9=0x

y

O

A

B C

Ú ‌�∠ABC를 이등분하는 직선의 방정식�  

∠ABC를 이등분하는 직선 위의 점을 P(x, y)라 하면 점 P에

서 두 직선 3x-4y+12=0, 5y+9=0에 이르는 거리가 같으

므로

|3x-4y+12|
"Ã3Û`+(-4)Û`

=|y-{-;5(;}|

|3x-4y+12|=|5y+9|

3x-4y+12=Ñ(5y+9)

이때 삼각형 ABC의 내각인 ∠ABC를 이등분하는 직선은 기

울기가 양수이므로

y=;3!;x+;3!;

Û ‌�∠BCA를 이등분하는 직선의 방정식�  

∠BCA를 이등분하는 직선 위의 점을 P'(x, y)라 하면 점 P'

에서 두 직선 4x+3y-25=0, 5y+9=0에 이르는 거리가 같

으므로 

|4x+3y-25|
"Ã4Û`+3Û`

=|y-{-;5(;}|

|4x+3y-25|=|5y+9|

4x+3y-25=Ñ(5y+9)

이때 삼각형 ABC의 내각인 ∠BCA를 이등분하는 직선은 기

울기가 음수이므로

y=-;2!;x+2

Ú, Û에서 구한 두 직선 y=;3!;x+;3!;, y=-;2!;x+2의 교점의 좌

표는 주어진 세 직선으로 둘러싸인 삼각형의 내심의 좌표 (a, b)

와 같다. 참고

y=;3!;x+;3!;, y=-;2!;x+2를 연립하여 풀면

x=2, y=1

따라서 a=2, b=1이므로 

a+b=2+1=3

답 3

참고

삼각형의 내심은 삼각형의 세 내각의 이등

분선의 교점이므로 두 내각의 이등분선의 

교점을 구하면 된다. 

047

lÁ: mx-y=0에서 y=mx 

lª: nx-y=0에서 y=nx 

직선 lÁ의 기울기는 직선 lª의 기울기의 3배이므로 

m=3n�  ⋯⋯ ㉠ 

오른쪽 그림에서 직선 y=nx 위의 점� y=3nx

y=nx

(1, n)

x

y

O

 

(1, n)이 x축과 직선 y=3nx, 즉 �

3nx-y=0에 이르는 거리가 같으므로 

n= |3n-n|
"Ã(3n)Û`+(-1)Û`

 

n"Ã9nÛ`+1=2n, "Ã9nÛ`+1=2 (∵ n>0)

위의 등식의 양변을 제곱하면

9nÛ`+1=4    ∴ nÛ`=;3!;

㉠에서 mÛ`=9nÛ`=9_;3!;=3이므로

mÛ`nÛ`=3_;3!;=1 

답 1 

048

오른쪽 그림과 같이 직선 �
3x-4y+12=0

l

-4
A

B

C
3

m

x

y

O

 

3x-4y+12=0이 x축과 만나는 

점을 A, y축과 만나는 점을 B라 

하면 

A(-4, 0), B(0, 3)

직선 l과 y축의 교점을 C라 하면 

직선 l이 ∠BAO의 이등분선이므로 

BCÓ : COÓ=ABÓ : AOÓ=5 : 4 

∴ C {0, ;3$;}

직선 l은 x절편이 -4, y절편이 ;3$;이므로 직선 l의 방정식은 

x
-4 + y

;3$;
=1  

∴ y=;3!;x+;3$; 

3_ 4 
5+4

=;3$;
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이때 직선 l과 제1사분면에서 수직으로 만나는 직선 m의 기울기

는 -3이므로 직선 m의 방정식을 y=-3x+k (k는 상수)라 하

자.

원점과 직선 y=-3x+k, 즉 3x-y-k=0 사이의 거리가 '1 �0
이므로

|-k| 
"Ã3Û`+(-1)Û`

='1�0

|k|=10    ∴ k=Ñ10 

이때 두 직선 l, m이 제1사분면에서 만나므로 

k>0 

∴ k=10

따라서 직선 m의 방정식은 

y=-3x+10 

답 ③

049
일등급의 메모장

삼각형 ABC가 이등변삼각형이 되는 경우 

Ú OAÓ=OBÓ

x

y

O
y=(x-k)2-2

A B

Û OAÓ=ABÓ

y=(x-k)2-2

x

y

O

A B

O

y=(x-k)2-2

x

y
A B

Ü OBÓ=ABÓ

O

y=(x-k)2-2

x

y

A B

O

y=(x-k)2-2

x

y

A B

함수 y=(x-k) Û`-2의 그래프와 직선 y=2가 서로 다른 두 점 

A, B에서 만나는 점의 x좌표는 (x-k)Û`-2=2에서

(x-k)Û`=4, x-k=Ñ2

∴ x=k-2 또는 x=k+2 

이때 점 A의 x좌표는 점 B의 x좌표보다 작으므로 

A(k-2, 2), B(k+2, 2)

Ú OAÓ=OBÓ인 경우 

A B

y

xO
y=(x-k)2-2

k-2 k+2

-2

2

OAÓ 
2
=OBÓ 

2
이므로

(k-2)Û`+2Û`=(k+2)Û`+2Û`

8k=0    ∴ k=0

Û OAÓ=ABÓ인 경우 

A B

y=(x-k)2-2

O x

y

k-2 k+2

2

y=(x-k)2-2

y

O x

A B

k-2 k+2

2

OAÓ 
2
=ABÓ 

2
이므로

(k-2)Û`+2Û`={(k+2)-(k-2)}Û` �  

kÛ`-4k-8=0  �    

∴ k=2-2'3 또는 k=2+2'3 
Ü OBÓ=ABÓ인 경우 

A
B

y=(x-k)2-2

O x

y

k-2 k+2

2 A B

y=(x-k)2-2

O x

y

k-2 k+2

2

OBÓ 
2
=ABÓ 

2
이므로

(k+2)Û`+2Û`={(k+2)-(k-2)}Û` �  

kÛ`+4k-8=0  �    

∴ k=-2-2'3 또는 k=-2+2'3 
Ú~Ü에서 n=5, M=2+2'3이므로 

n+M=5+(2+2'3)=7+2'3 
답 ② 

050
일등급의 메모장

ACÓ=BCÓ ➡ 점 C는 선분 AB의 수직이등분선 위의 점

ACÓ=BCÓ인 이등변삼각형 ABC에서 직

x

y

O

A
8

B

C

P

Q

G

M
N

a

b선 CM은 선분 AB의 수직이등분선이다. 

B(t, 0)이라 하면 선분 AB의 중점은 

M{;2T;, 4}이고 직선 AB의 기울기는

-8
t 이다.  

즉, 직선 CM의 기울기는 ;8T;이므로 직선 CM의 방정식은 

y-4=;8T; {x-;2T;}    ∴ y=;8T;x- tÛ`
16 +4

이 직선이 원점 O(0, 0)을 지나므로 

-
tÛ`
16 +4=0, tÛ`=64 

∴ t=Ñ8

t=-8일 때, 제1사분면 위의 점 C에 대하여 ACÓ+BCÓ 

즉, t=8이므로 직선 CM의 방정식은 y=x

이 직선이 점 C(a, b)를 지나므로 a=b

이때 두 점 P, Q는 두 선분 AC, BC를 각각 1 : 3으로 내분하는 

012     정답과 풀이
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점이므로 직선 PQ는 직선 AB와 평행하다.

또, 두 점 P, Q의 중점을 N이라 하면 점 N은 선분 MC를 1 : 3으

로 내분하는 점이고, 삼각형 CPQ의 무게중심 G는 선분 CN을 

2 : 1로 내분하는 점이므로 

MNÓ : NGÓ : GCÓ=1 : 1 : 2

∴ MCÓ=2 GCÓ=2_4'2=8'2 
이때 M(4, 4), C(a, a)이므로 

MCÓ‌�="Ã(a-4)Û`+(a-4)Û`�  

='2|a-4|

즉, '2|a-4|=8'2이므로 

|a-4|=8, a-4=Ñ8  

∴ a=-4 또는 a=12

이때 a>0이므로 a=12, b=12

∴ a+b=12+12=24 

답 24 

051
일등급의 메모장

⑴ BB'Ó ⊥AEÓ

⑵ 선분 BB'의 중점은 직선 AE 위의 점이다.

오른쪽 그림과 같이 직선 AB를 x축으

x

y

4

12

A(O)
B

12

B'

CD

D'
EF

G
로 하고, 직선 AD를 y축으로 하면 점 

A는 원점이고 B(12, 0), E(12, 4)

점 B'(p, q)라 하면 직선 BB'의 기울

기는 
q 

p-12 이고, 직선 BB'과 직선

AE는 수직이므로 참고

q 
p-12 _;3!;=-1  

∴ q=-3p+36� …… ㉠ 

또, 선분 BB'의 중점 { 12+p
2 , 

q
2 }가 직선 AE, 즉 직선 y=;3!; x

위의 점이므로 

q
2 =;3!;_ 12+p

2   

∴ q=;3!;p+4� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 p=:¢5¥:, q=:£5¤: 

따라서 직선 AB'의 기울기는 
q
p =;4#;이므로 직선 AB'의 방정식은

y=;4#;x

선분 FG와 선분 AC가 평행하므로 직선 DD'은 직선 AC와 수직

이고, 점 D'은 직선 BD 위의 점이다. 

즉, 점 D'은 직선 AB'과 직선 BD의 교점이므로 y=;4#;x,

y=12-x를 연립하면 

;4#;x=12-x    ∴ x=:¢7¥:

따라서 DGÓ=FÕD'Ó=:¢7¥:이므로 a=7, b=48

∴ a+b=7+48=55 

답 55 

참고 확장  

∠EAB=∠EAB'=h라 하면 직선 AE와 직선

A B

B'

CD

D'
E

F

G

h
h

 

AB'의 기울기가 각각 tan h, tan`2h이다. 

따라서 탄젠트의 배각의 공식을 이용하여 직선 AB'

의 기울기를 구할 수 있다.

직선 AE의 기울기는

tan h=;1¢2;=;3!;

이므로 직선 AB'의 기울기는 

tan`2h= 2`tan h
1-tanÛ` h

=;4#;

052
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삼각형 PAB가 이등변삼각형

➡ PÕMÓ⊥ABÓ 

➡ 직선 lÁ은 직선 AB의 수직이등분선

조건 ㈎에 의하여 직선 lÁ과 직선 AB

x

A

-3

B

C

lÁ

l£

lª
M(O)

y

의 교점을 M이라 하면 MAÓ=MBÓ

이므로 점 M은 선분 AB의 중점이다. 

점 M의 좌표는

{ -1+1
2 , 

3+(-3)
2 }, 즉 (0, 0)

직선 lÁ 위의 M이 아닌 임의의 점 P에 대하여 삼각형 PAB가 이

등변삼각형이므로 선분 PM과 선분 AB는 서로 수직이다. 

즉, 직선 lÁ은 직선 AB의 수직이등분선이다. 

이때 직선 AB의 기울기가 
-3-3
1-(-1) =-3이므로 직선 lÁ의 기

울기는 ;3!;이다.

직선 lÁ이 점 M(0, 0)을 지나므로 직선 lÁ의 방정식은 

y=;3!;x 

한편, 조건 ㈐에서 점 (-3, 2)를 지나고 y축에 평행한 직선 l£의 

방정식은 

x=-3 

따라서 두 직선 lÁ과 l£의 교점의 좌표는 (-3, -1)이다. 

조건 ㈏에서 직선 lª 위의 모든 점 Q에 대하여 QBÓ+QCÓ이므로 

점 Q는 직선 BC의 수직이등분선 위의 점이 될 수 없다. 

즉, 직선 lª와 직선 BC의 수직이등분선의 교점이 없으므로 두 직

선은 서로 평행하다. 

직선 BC의 기울기가 
5-(-3)
5-1 =2이므로 직선 BC의 수직이등

분선의 기울기는 -;2!;이고, 직선 lª의 기울기도 -;2!;이다. 

이때 세 직선 lÁ, lª, l£이 한 점에서 만나므로 직선 lª가 두 직선 

lÁ, l£의 교점 (-3, -1)을 지난다. 

즉, 직선 lª의 방정식은 

y-(-1)=-;2!;{x-(-3)}    ∴ x+2y+5=0 

따라서 a=1, b=2이므로 

a+b=1+2=3 

답 3 
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다른 풀이

조건 ㈎에서 직선 lÁ 위의 점 P(x, y)에 대하여 PAÓ=PBÓ이므로 

"Ã{x-(-1)}Û`+(y-3)Û`="Ã(x-1)Û`+{y-(-3)}Û`

위의 등식의 양변을 제곱하여 식을 정리하면 x-3y=0 

즉, 직선 lÁ의 방정식은

y=;3!;x

한편, 조건 ㈐에서 점 (-3, 2)를 지나고 y축에 평행한 직선 l£의 

방정식은 

x=-3

따라서 두 직선 lÁ과 l£의 교점의 좌표는 (-3, -1)이다. 

조건 ㈏에서 직선 lª 위의 모든 점 Q에 대하여 QBÓ+QCÓ이므로 

점 Q는 직선 BC의 수직이등분선 위의 점이 될 수 없다. 

즉, 직선 lª는 직선 BC의 수직이등분선과 교점이 없으므로 두 직

선은 서로 평행하다. 

직선 BC의 기울기가 
5-(-3)

5-1 =2이므로 직선 BC의 수직이등

분선의 기울기는 -;2!;이고, 직선 lª의 기울기도 -;2!;이다. 

이때 세 직선 lÁ, lª, l£이 한 점에서 만나므로 직선 lª가 두 직선 

lÁ, l£의 교점 (-3, -1)을 지난다.

즉, 직선 lª의 방정식은 

y-(-1)=-;2!;{x-(-3)}    ∴ x+2y+5=0 

따라서 a=1, b=2이므로 

a+b=1+2=3 

053
일등급의 메모장

AB

C

P

Q

xa

y

O 4

6

점 P는 선분 CA를 2 : 1로 내분하는 점 ➡ y좌표는 4 

점 Q는 선분 CB를 3 : 1로 내분하는 점 ➡ y좌표는 ;2(;

삼각형 OPC의 넓이가 삼각형 OAP의 넓이의 2배이므로

CPÓ : PAÓ=2 : 1 

점 P는 선분 CA를 2 : 1로 내분하는 점이므로 

P{ 2_4+1_a 
2+1 , 

2_6+1_0 
2+1 }, 즉 P{ a+8 

3 , 4}

삼각형 ABC의 넓이를 S라 하면 

PABQ=△PQC=;2!;S 

이때 삼각형 ACQ에서 CPÓ : PAÓ=2 : 1이므로 

△APQ=;2!;△PQC=;4!;S 

또, 삼각형 ABC에서 

△ACQ=△PQC+△APQ

=;2!;S+;4!;S

=;4#;S

△PQC : △APQ=2 : 1

△ABQ=△ABC-△ACQ

=S-;4#;S

=;4!;S

이므로 CQÓ : QBÓ=3 : 1이고 점 Q는 선분 CB를 3 : 1로 내분하는 

점이다. 

ABÓ∥OCÓ이므로 점 B의 좌표를 (b, 6)이라 하면 

Q{ 3_b+1_a 
3+1 , 

3_6+1_0 
3+1 }, 즉 Q{ a+3b 

4 , ;2(;}

이때 세 점 O, P, Q가 한 직선 위의 점이므로 직선 OP의 기울기

와 직선 OQ의 기울기가 서로 같다. 

즉, 
4

a+8
3

=
;2(;

a+3b 
4

에서 a=6b-24이므로

PQÓ 
2
={ a+3b 

4 - a+8 
3 }2`+{;2(;-4}2`

={ 3b-8 
12 }2`+{;2!;}2`

따라서 선분 PQ의 길이는 b=;3*;에서 최솟값 ;2!;을 갖는다. 

답 ;2!;

다른 풀이

두 점 P{ a+8 
3 , 4}, Q{ a+3b 

4 , ;2(;}에 대하여

PQÓ 
2
={ a+3b 

4 - a+8 
3 }2`+{;2(;-4}2`

이므로 
a+3b 

4 = a+8 
3 일 때, 즉 두 점 P, Q의 x좌표가 같을 때

선분 PQ의 길이가 최소가 된다. 

AB

C

P

Q

xa

y

O 4

6

따라서 선분 PQ의 길이의 최솟값은 

;2(;-4=;2!;

054
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lÁ⊥lª 

➡ 삼각형 ABC의 외접원의 지름은 선분 BC이다.

➡ 세 점 A, M, Q가 한 직선 위에 있다.

➡ 네 점 A, M, Q, P가 한 직선 위에 있다.

2x+y+2=0, x-2y-4=0을 연립하여 풀면 x=0, y=-2이

므로 두 직선 lÁ, lª의 교점 A는 

A(0, -2)

직선 lÁ이 x축과 만나는 점은 B(-1, 0)

직선 lª가 x축과 만나는 점은 C(4, 0)

ㄱ. 두 직선 lÁ, lª의 기울기가 각각 -2, ;2!;이고 두 직선의 기울기

다른 풀이

014     정답과 풀이
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의 곱이 -1이므로 두 직선 lÁ, lª는 서로 수직이다. (참)

ㄴ. ‌�조건 ㈎에서 점 Q가 삼각형 PBC의 무게중심이므로 삼각형 

PBC의 넓이는 삼각형 QBC의 넓이의 3배이다. 다른 풀이

조건 ㈏에서 삼각형 PBC의 넓이는 삼각형 ABC의 넓이의 3 

배이므로 두 삼각형 QBC, ABC의 넓이는 서로 같다. �  

두 삼각형 QBC, ABC에서 선분 BC가 공통이므로 점 Q와 

직선 BC 사이의 거리는 점 A와 직선 BC 사이의 거리인 2이

다. �  

즉, 점 Q의 y좌표는 2 또는 -2이다. �  

제1사분면에 있는 점 P에 대하여 세 점 P, B, C의 x좌표의 

합과 y좌표의 합은 모두 양수이므로 점 Q도 제1사분면에 있

는 점이다.�  

따라서 점 Q의 y좌표는 2이다. (참)

ㄷ. ‌�ㄱ에서 두 직선 lÁ, lª가 서로 수직이므로 삼각형 ABC의 외

접원의 지름은 선분 BC이다.�  

선분 BC의 중점을 M이라 하면 점 M은 외접원의 중심이고

M{ -1+4
2 , 

0+0
2 }, 즉 M{;2#;, 0}� …… ㉠ 

A
-2

-1 4

B C

2
lÁ

lª

P

Q

M x

y

O

점 A의 y좌표는 -2, 점 Q의 y좌표는 2이고, 점 Q는 제1사

분면에 있으므로 두 점 A, Q는 점 M에 대하여 서로 대칭이

다.

따라서 세 점 A, M, Q는 한 직선 위에 있다.

이때 점 Q는 삼각형 PBC의 무게중심이므로 세 점 M, Q, P

도 한 직선 위에 있다.

따라서 네 점 A, M, Q, P는 모두 한 직선 위에 있다. 

AMÓ=MQÓ이고 MQÓ : QPÓ=1 : 2이므로 

AMÓ : MPÓ=1 : 3

점 M은 선분 AP를 1 : 3으로 내분하는 점이므로 

P(a, b) (a>0, b>0)라 하면 

M{ 1_a+3_0 
1+3 , 

1_b+3_(-2)
1+3 }, 즉 M{ a 

4 , 
b-6
4 }

� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서

;2#;= a 
4 , 0=

b-6
4  

∴ a=6, b=6 

따라서 점 P의 x좌표와 y좌표의 합은 �  

6+6=12 (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다. 

답 ③ 

다른 풀이 확장

ㄴ. ‌�세 점 A(0, -2), B(-1, 0), C(4, 0)을 꼭짓점으로 하는 

삼각형 ABC의 넓이는

;2!;_BCÓ_OAÓ=;2!;_5_2=5

따라서 조건 ㈏에서 삼각형 PBC의 넓이는 15이다.

P(a, b) (a>0, b>0)라 하고 점 P에서 직선 BC에 내린 수

선의 발을 H라 하면 삼각형 PBC의 넓이는 

;2!;_BCÓ_PHÓ=;2!;_5_b=;2%;b 

즉, ;2%;b=15에서 b=6  

∴ P(a, 6)

이때 삼각형 PBC의 무게중심 Q의 좌표는 

{ a+(-1)+4 
3 , 

6+0+0 
3 }, 즉 { a 

3 +1, 2}

따라서 점 Q의 y좌표는 2이다. (참)

ㄷ. ‌�ㄱ에서 두 직선 lÁ, lª가 서로 수직이므로 삼각형 ABC의 외

접원의 지름은 선분 BC이다.�  

원의 중심은 선분 BC의 중점을 M이라 하면

M{ -1+4 
2 , 

0+0 
2 }, 즉 M{;2#;, 0}

원의 반지름의 길이는 ;2!; BCÓ=;2%;이므로 삼각형 ABC의 외접

원의 방정식은 

{x-;2#;}2`+yÛ`=:ª4°:

점 Q가 이 원 위의 점이고 ㄴ에서 Q{ a 
3 +1, 2}이므로

{ a 
3 +1-;2#;}2`+2Û`=:ª4°:, { a 

3 -;2!;}2`=;4(; 

a 
3 -;2!;=Ñ;2#;  

∴ a=-3 또는 a=6 

이때 a>0이므로 a=6이고, 점 P의 좌표는 (6, 6)이다.

따라서 점 P의 x좌표와 y좌표의 합은 �  

6+6=12 (거짓)
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원의 방정식
Ⅰ. 도형의 방정식

001 

선분 PQ를 1 : 3으로 내분하는 점의 좌표는 

(1, 2) 참고

이므로 원의 반지름의 길이를 r라 하면 원의 방정식은 

(x-1)Û`+(y-2)Û`=rÛ`

이 원이 점 P(-2, 1)을 지나므로 

(-2-1)Û`+(1-2)Û`=rÛ`  

∴ rÛ`=10 

따라서 주어진 원의 방정식은 

(x-1)Û`+(y-2)Û`=10 

이 원이 점 (2, k)를 지나므로 

(2-1)Û`+(k-2)Û`=10 

kÛ`-4k-5=0, (k+1)(k-5)=0 

∴ k=5 (∵ k>0) 

답 5 

참고  

선분 PQ를 1 : 3으로 내분하는 점의 좌표는

{1_10+3_(-2)
1+3 , 1_5+3_1

1+3 }

002 

원의 중심의 좌표는 

(1, 1) 참고  

원의 반지름의 길이는 

;2!; ABÓ=;2!; "Ã(4+2)Û`+(-1-3)Û` ='1�3 

이므로 원의 방정식은 

(x-1)Û`+(y-1)Û`=13 

ㄱ. 원의 중심의 좌표는 (1, 1)이다. (거짓) 

ㄴ. ‌�원의 반지름의 길이가 '1�3이므로 넓이는�  

p_('1�3)Û`=13p (참) 

ㄷ. (4-1)Û`+(3-1)Û`=13이므로 점 (4, 3)을 지난다. (참) 

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다.

답 ④ 

참고  

선분 AB의 중점의 좌표는

{-2+4
2 , 3-1

2 }

다른 풀이

두 점 A(-2, 3), B(4, -1)을 지름의 양 끝 점으로 하는 원의  

방정식은 

(x+2)(x-4)+(y-3)(y+1)=0 참고

xÛ`-2x-8+yÛ`-2y-3=0 

∴ (x-1)Û`+(y-1)Û`=13 

ㄱ. 원의 중심의 좌표는 (1, 1)이다. (거짓) 

ㄴ. ‌�원의 반지름의 길이가 '1�3이므로 넓이는�  

p_('1�3)Û`=13p (참) 

ㄷ. (4-1)Û`+(3-1)Û`=13이므로 점 (4, 3)을 지난다. (참) 

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다. 

참고  

두 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª)를 지름의 양 끝 점으로

A B

P  

하는 원 위의 임의의 한 점을 �  

P(x, y) (x+xÁ, x+xª)라 하면 

∠APB=90ù이므로 

y-yÁ
x-xÁ_

y-yª
x-xª=-1 

(y-yÁ)(y-yª)=-(x-xÁ)(x-xª)

∴ (x-xÁ)(x-xª)+(y-yÁ)(y-yª)=0 

003 

y=xÛ`-4x+a=(x-2)Û`+a-4 

이므로 그래프의 꼭짓점 A의 좌표는

(2, a-4) 

xÛ`+yÛ`+bx+4y-17=0에서 

{x+;2B;}2`+(y+2)Û`=21+ bÛ`
4

이므로 원의 중심의 좌표는 

{-;2B;, -2}

점 A와 원의 중심이 일치하므로 

2=-;2B;, a-4=-2

따라서 a=2, b=-4이므로 

a+b=2+(-4)=-2 

답 ① 

004 

점 (2a, a)가 원 xÛ`+yÛ`=5의 내부에 있으려면 원의 중심 (0, 0)

과 점 (2a, a) 사이의 거리가 원의 반지름의 길이인 '5 보다 작아

야 하므로 

"Ã(2a)Û`+aÛ`<'5 

5aÛ`<5, aÛ`<1  

∴ -1<a<1 � …… ㉠ 

점 (2a, a)가 원 xÛ`+yÛ`+2x-1=0의 외부에 있으려면 원의 중

심 (-1, 0)과 점 (2a, a) 사이의 거리가 원의 반지름의 길이인 

'2 보다 커야 하므로 

"Ã(2a+1)Û` +aÛ`>'2 

5aÛ`+4a-1>0, (a+1)(5a-1)>0 

∴ a<-1 또는 a>;5!;� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 구하는 a의 값의 범위는 

;5!;<a<1

답 ;5!;<a<1

참고  

점 P(p, q)와 원 (x-a)Û`+(y-b)Û`=rÛ`에 대하여 

⑴ ‌�점 P가 원의 내부의 점이면�  

(p-a)Û`+(q-b)Û`<rÛ`

(x+1)Û`+yÛ`=2

016     정답과 풀이
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008 

원의 중심이 제2사분면에 있고 원이 x축과 y축에 동시에 접하므

로 원의 반지름의 길이를 r라 하면 중심의 좌표는 (-r, r)이다.

원의 중심이 곡선 y=xÛ`-x-1 위에 있으므로 

r=rÛ`+r-1 

rÛ`=1  

∴ r=1 (∵ r>0)

중심이 (-1, 1)이고 반지름의 길이가 1인 원의 방정식은 

(x+1)Û`+(y-1)Û`=1 

∴ xÛ`+yÛ`+2x-2y+1=0 

따라서 a=2, b=-2, c=1이므로 

a+b+c=2+(-2)+1=1 

답 1 

다른 풀이

원 xÛ`+yÛ`+ax+by+c=0의 중심을 A라 하면 점 A는 제2사분

면에 있고 원이 x축과 y축에 동시에 접하므로 점 A는 직선 �

y=-x 위에 있다. 

또, 점 A는 곡선 y=xÛ`-x-1 위에 있으므로 

xÛ`-x-1=-x에서 

xÛ`=1  

∴ x=1 또는 x=-1 

제2사분면 위의 점 A의 x좌표는 음수이므로 

A(-1, 1) 

즉, 주어진 원의 방정식은 

(x+1)Û`+(y-1)Û`=1 

∴ xÛ`+yÛ`+2x-2y+1=0 

따라서 a=2, b=-2, c=1이므로 

a+b+c=2+(-2)+1=1 

009 

xÛ`+yÛ`+8x-2y-3=0에서 

(x+4)Û`+(y-1)Û`=20 

점 A(3, 5)와 원의 중심 (-4, 1) 사이의 거리는 

"Ã(3+4)Û`+(5-1)Û`='6�5 
이때 원의 반지름의 길이가 2'5이므로 

M='6�5+2'5

m='6�5-2'5 참고

∴ Mm=('6�5+2'5)('6�5-2'5)=45 

답 45 

참고

점 A가 반지름의 길이가 r인 원의 중심 O에

A
P

P

Od
r

r
서 d만큼 떨어져 있을 때, 점 A와 원 위의 점 

P 사이의 거리의 최댓값과 최솟값은 

최댓값: d+r, 최솟값: d-r 

010 

xÛ`+yÛ`-4x-6y+5=0에서 

⑵ ‌�점 P가 원의 외부의 점이면�  

(p-a)Û`+(q-b)Û`>rÛ`

005 

xÛ`+yÛ`+4x-6y+mÛ`-10m+21=0에서 

(x+2)Û`+(y-3)Û`=-mÛ`+10m-8 

이 방정식이 원을 나타내려면 

-mÛ`+10m-8>0 

(m-5)Û`<17 

∴ 5-'1�7<m<5+'1�7 
이때 원의 반지름의 길이를 r라 하면 원의 넓이는 prÛ`이므로 원의 

넓이가 최대이려면 rÛ`의 값이 최대이어야 한다. 

rÛ`‌�=-mÛ`+10m-8�  

=-(m-5)Û`+17 

이므로 5-'1�7<m<5+'1�7일 때, rÛ`은 m=5에서 최댓값 17을 

갖는다. 

따라서 원의 넓이의 최댓값은 17p이다. 

답 17p

006 

원점을 지나는 원의 방정식을 

xÛ`+yÛ`+Ax+By=0 (A, B는 상수) 참고  

이라 하면 이 원이 두 점 (-3, 0), (1, 2)를 지나므로 

9-3A=0, 5+A+2B=0 

∴ A=3, B=-4 

따라서 원 xÛ`+yÛ`+3x-4y=0이 점 (0, k)를 지나므로 

kÛ`-4k=0

k(k-4)=0 

∴ k=4 (∵ k>0) 

답 4 

참고

원의 방정식 xÛ`+yÛ`+Ax+By+C=0에 점 (0, 0)의 좌표를 대입하면 

C=0이다.

007 

원의 반지름의 길이를 r라 하면 원의 둘레의 길이가 8p이므로 

2pr=8p  

∴ r=4 

또, 원이 점 (0, -3)에서 y축에 접하고, 제3사분면을 지나므로

원의 중심의 좌표는 

(-4, -3) 

즉, 원의 방정식은 

(x+4)Û`+(y+3)Û`=16 

∴ xÛ`+yÛ`+8x+6y+9=0 

따라서 a=8, b=6, c=9이므로 

a+b+c=8+6+9=23 

답 23 
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(x-2)Û`+(y-3)Û`=8 

원 위의 점 P의 좌표를 (a, b)라 하면 

(a-2)Û`+(b-3)Û`=8 

이므로 두 점  P(a, b), A(2, -5)의 중점 Q의 좌표를 (x, y)라 

하면 

x= a+2
2 , y= b-5

2  에서

a=2x-2, b=2y+5이므로

이를 (a-2)Û`+(b-3)Û`=8에 대입하면 

(2x-4)Û`+(2y+2)Û`=8 

즉, (x-2)Û`+(y+1)Û`=2 

따라서 점 Q가 나타내는 도형은 중심이 (2, -1)이고 반지름의 

길이가 '2인 원이므로 구하는 넓이는 

p_('2)Û`=2p
답 ② 

011 

원 CÁ이 원 Cª의 둘레를 이등분하려면 두 원의 공통인 현이 원 Cª

의 지름이어야 한다. 

두 원의 공통인 현의 방정식은 다른 풀이

xÛ`+yÛ`+ax+2y+a-(xÛ`+yÛ`-4x+8y+11)=0 

∴ (a+4)x-6y+(a-11)=0 

Cª: xÛ`+yÛ`-4x+8y+11=0에서 

(x-2)Û`+(y+4)Û`=9 

직선 (a+4)x-6y+(a-11)=0이 원 Cª의 중심 (2, -4)를 지

나야 하므로 

2(a+4)+24+(a-11)=0

3a=-21

∴ a=-7 

답 -7 

다른 풀이

CÁ: xÛ`+yÛ`+ax+2y+a=0에서 

{x+;2A;}2`+(y+1)Û`= aÛ`
4 -a+1

Cª: xÛ`+yÛ`-4x+8y+11=0에서 

(x-2)Û`+(y+4)Û`=9 

한편, 다음 그림과 같이 두 원 CÁ, Cª의 중심 사이의 거리를 d, 원 

CÁ의 반지름의 길이를 r라 하면 �

3 r

d

CÁ
Cª

9+dÛ`=rÛ`� …… ㉠ 

이때 원 CÁ의 중심 {-;2A;, -1}과 원 Cª의 중심 (2, -4) 사이의 

거리는 

d=¾̈{2+;2A;}2`+(-4+1)Û` 

=¾̈ aÛ`
4 +2a+13 

이므로 ㉠에서 

9+{ aÛ`
4 +2a+13}= aÛ`

4 -a+1 

3a=-21  

∴ a=-7

012 

두 원의 교점 A, B를 지나는 직선의 방정식은 

(xÛ`+yÛ`-16)-(xÛ`+yÛ`+6x-8y+16)=0 

∴ 3x-4y+16=0 

다음 그림과 같이 원 x Û`+y Û`-16=0의 중심 O에서 선분 AB에 

내린 수선의 발을 H라 하면 

3x-4y+16=0

A

B

4

HO

OHÓ= |16|
"Ã3Û`+4Û`

=:Á5¤:

이때 직각삼각형 AOH에서

AOÓ=4, OHÓ=:Á5¤:

이므로 

AHÓ=¾̈4Û`-{:Á5¤:}2`

=:Á5ª:  

∴ ABÓ=2AHÓ

=:ª5¢:

답 ④ 

013 

(x+4)Û`+(y-1)Û`=10에서 

xÛ`+yÛ`+8x-2y+7=0 

(x-2)Û`+(y+2)Û`=25에서 

xÛ`+yÛ`-4x+4y-17=0 

이므로 두 원의 교점을 지나는 원의 방정식은

xÛ`+yÛ`+8x-2y+7+k(xÛ`+yÛ`-4x+4y-17)=0 �  

� (단, k+-1)

� …… ㉠ 

이때 이 원이 점 (3, 0)을 지나므로 

40-20k=0  

∴ k=2 

k=2를 ㉠에 대입하여 정리하면 

xÛ`+yÛ`+2y-9=0 

∴ xÛ`+(y+1)Û`=10 

따라서 두 원의 교점을 지나는 원의 반지름의 길이가 '1�0이므로 

구하는 원의 넓이는 10p이다. 

답 10p 

018     정답과 풀이
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014 

원의 중심 (2, a)와 직선 2x+3y-4a=0 사이의 거리는 

|2_2+3a-4a|
"Ã2Û`+3Û`

= |4-a|
'1�3

원의 반지름의 길이가 4이므로 원과 직선이 서로 다른 두 점에서 

만나려면 

|4-a|
'1�3

<4 

∴ 4-4'1�3<a<4+4'1�3 참고

따라서 정수 a는 

-10, -9, -8, ⋯, 18

의 29개이다. 

답 29 

참고  

4'1�3='¶208=14.×××이므로 

4-4'1�3=-10.×××, 4+4'1�3=18.×××

015 

정삼각형 APQ의 꼭짓점 A에서 선분 PQ에 A

2
D

H

P

Q

 

내린 수선의 발을 H라 하면 원의 중심 O는 

삼각형 APQ의 무게중심이므로

AOÓ : OHÓ=2 : 1 참고

4 : OHÓ=2 : 1 선분 AO는 원 xÛ`+yÛ`=16의 

반지름의 길이이므로 4이다.
∴ OHÓ=2 

즉, 원의 중심 O와 직선 x+y-a=0 사이의 거리가 2이므로 

|-a|
"Ã1Û`+1Û`

=2 

∴ a=2'2 (∵ a>0)

답 2'2 

참고  

원 xÛ̀ +yÛ̀ =16의 중심 O(0, 0)은 삼각형 APQ의 외심이고, 삼각형 APQ

가 정삼각형이므로 외심과 무게중심이 일치한다. 즉, 점 O는 삼각형 APQ

의 무게중심이므로 

AOÓ : OHÓ=2 : 1

016 

다음 그림과 같이 원 (x-1)Û`+(y-2)Û`=rÛ`의 중심을 C라 하고 

점 C에서 선분 AB에 내린 수선의 발을 H라 하면 

A

BH
C

y=-x+7

(x-1)2+(y-2)2=r2

x

y

O
1

2

AÕHÓ=;2!; ABÓ

=;2!;_4=2 참고

선분 CH는 점 C(1, 2)와 직선 �  

y=-x+7, 즉 x+y-7=0 �  

사이의 거리와 같으므로 

CHÓ= |1+2-7|
"Ã1Û`+1Û`

=2'2 

직각삼각형 ACH에서 

rÛ`=2Û`+(2'2)Û`=12 

∴ r=2'3 (∵ r>0) 

답 2'3 

참고 현의 성질

⑴ ‌�원의 중심에서 현에 내린 수선은 그 현을 이등분한다. �  

또, 현의 수직이등분선은 그 원의 중심을 지난다.

⑵ ‌�한 원 또는 합동인 두 원에서 중심으로부터 같은 거리에 있는 두 현의 

길이는 같다. �  

또, 한 원 또는 합동인 두 원에서 길이가 같은 두 현은 원의 중심으로부

터 같은 거리에 있다.

017 

주어진 원의 넓이가 9p이므로 원의 반지름의 길이는 3이고, 원의 

중심 (1, -1)과 직선 y=mx+2m, 즉 mx-y+2m=0 사이의 

거리는

|m-(-1)+2m|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=
|3m+1|
"ÃmÛ`+1

이때 직선과 원이 접하므로 

|3m+1|
"ÃmÛ`+1

=3

|3m+1|=3"ÃmÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하여 정리하면

9mÛ`+6m+1=9mÛ`+9

6m=8

∴ m=;3$;

답 ⑤ 

다른 풀이

기울기가 m이고 원 (x-1) Û̀ +(y+1) Û̀ =3Û̀ 에 접하는 직선의 방정

식은 

y+1=m(x-1)Ñ3"ÃmÛ`+1 

즉, y=mx-m-1Ñ3"ÃmÛ`+1 

이 직선이 y=mx+2m이므로 

2m=-m-1Ñ3"ÃmÛ`+1 

3m+1=Ñ3"ÃmÛ`+1 

위의 식의 양변을 제곱하면

9mÛ`+6m+1=9mÛ`+9 

∴ m=;3$;

018 

원 C의 중심 (a, a)와 직선 y=2x, 즉 2x-y=0 사이의 거리가 

'5이므로 

|2a-a|
"Ã2Û`+(-1)Û`

= a
'5

='5 

02. 원의 방정식     019
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∴ a=5 

원 C의 중심 (5, 5)와 직선 y=kx, 즉 kx-y=0 사이의 거리가 

'1�0이므로 

|5k-5|
"ÃkÛ`+(-1)Û`

='1�0

|5k-5|='1�0_"ÃkÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하면

25kÛ`-50k+25=10kÛ`+10

3kÛ`-10k+3=0

(3k-1)(k-3)=0 

∴ k=;3!; 또는 k=3 

이때 0<k<1이므로

k=;3!;

답 ③ 

019 

OÕAÓ="Ã5 Û`+1 Û`='2 �6이고, 원의 반지

x

y

O 5
1
3

3
-3

-3
x2+y2=9

P
A

Q

름의 길이가 3이므로 직각삼각형 �

APO에서 

APÓ=¿·('2�6)Û`-3Û`

='1�7 

∴ △APO=;2!;_3_'1�7

=
3'1�7

2

이때

△APOª△AQO (RHS 합동)

이므로 사각형 APOQ의 넓이는 

S=2△APO=3'1�7
∴ SÛ`=153 

답 153 

020 

원의 중심 (-1, 4)와 직선 �

x

y

5

-1

57
5

(x+1)2+(y-4)2=5

2x+y+5=0
O

4

 

2x+y+5=0 사이의 거리는

|2_(-1)+4+5|
"Ã2Û`+1Û`

=
7'5
5

원의 반지름의 길이가 '5인 원 위

의 점 P와 직선 2x+y+5=0 사

이의 거리의 최솟값은 

7'5
5 -'5=

2'5
5

답 ② 

021 

삼각형 ABP의 넓이는 점 P에서의 접선이 직선 AB와 평행하면

서 y절편이 음수일 때 최대이다. 

6

8

10

10

-10

-10

A

P

B

x2+y2=100

x

y

O

직선 AB의 기울기가

0-8 
10-6 =-2

이므로 접선의 방정식은 

y=-2xÑ10"Ã(-2)Û`+1 

∴ y=-2xÑ10'5 

점 P를 지나는 접선의 방정식은 

y=-2x-10'5 

이때 xÛ`+(-2x-10'5)Û`=100에서 

xÛ`+8'5x+80=0

(x+4'5)Û`=0 

∴ x=-4'5, y=-2'5 

즉, P(-4'5, -2'5)이므로

a=-4'5, b=-2'5 

∴ ab=-4'5_(-2'5)=40

답 40 

다른 풀이

오른쪽 그림과 같이 원의 점 P를

A

B

P

l

O

x2+y2=100

x

y  

한 꼭짓점으로 하고 선분 AB를 

밑변으로 하는 삼각형 ABP는 �  

∠APB가 예각인 이등변삼각형일 

때 넓이가 최대이다. 

이때 점 P는 선분 AB의 수직이

등분선인 직선 l과 원 �

xÛ`+yÛ`=100의 교점이다. 

직선 AB의 기울기는 
0-8 
10-6 =-2이고 

중점은 { 6+10 
2 , 

8+0 
2 }, 즉 (8, 4)이므로 직선 l의 기울기가 ;2!;

이고 점 (8, 4)를 지나는 직선이다. 

y=;2!;(x-8)+4, 즉 y=;2!;x

이를 xÛ`+yÛ`=100에 대입하면 

xÛ`+;4!; xÛ`=100 

xÛ`=80  

∴ x=-4'5 (∵ x<0)

즉, P(-4'5, -2'5)이므로 

a=-4'5, b=-2'5 

∴ ab=-4'5_(-2'5)=40

022 

원 xÛ`+yÛ`=10 위의 점 (3, 1)에서의 접선의 방정식은 

3x+y=10 

020     정답과 풀이

해(016-035)_고난도_02.indd   20 2026-04-30   오후 4:48:53



∴ 3x+y-10=0 

원 (x+2)Û`+(y-3)Û`=k의 중심 (-2, 3)과 직선 

3x+y-10=0 사이의 거리를 d라 하면 

d=|-6+3-10|
"Ã3Û`+1Û`

=
13'1�0

10

직선 3x+y-10=0과 원 (x+2)Û`+(y-3)Û`=k가 접하므로 

k=dÛ`= 169
10

답 ③ 

023 

접선의 기울기를 m이라 하면 기울기가 m이고 점 (3, 0)을 지나

는 직선의 방정식은 

y=m(x-3)  

∴ mx-y-3m=0 

원 (x-2)Û`+(y+1)Û`=4의 중심 (2, -1)과 직선 �  

mx-y-3m=0 사이의 거리를 d라 하면

d=|2m-(-1)-3m|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=|1-m|
"ÃmÛ`+1

원의 반지름의 길이가 2이고 직선과 원이 접하므로

|1-m|
"ÃmÛ`+1

=2에서 |1-m|=2"ÃmÛ`+1

위의 식의 양변을 제곱하여 정리하면 

3mÛ`+2m+3=0 

이때 두 접선의 기울기는 이 이차방정식의 두 근과 같다.

따라서 접선의 기울기의 곱은 근과 계수의 관계에 의하여

;3#;=1 

답 1

024 

다음 그림과 같이 원 (x-8)Û`+(y-6)Û`=rÛ`의 중심 O'에서 선분

OA의 연장선에 내린 수선의 발을 H라 하면 

x

y

O

O'

A
H

8

6
B

(x-8)2+(y-6)2=r2

x2+y2=4

OÕO'Ó="Ã8Û`+6Û`=10, 

OHÓ=r+2 (∵ r>0)

OÕ'HÓ=ABÓ=8 

이므로 직각삼각형 OHO'에서 

r+2="Ã10Û`-8Û`

∴ r=4 

답 4 

주어진 두 원의 중심의 좌표는

O(0, 0), O'(8, 6)

025

ㄱ. ‌�(x-1)Û`+(y-4)Û`=25에 y=0을 대입하면�  

(x-1)Û`+(-4)Û`=25�  

xÛ`-2x-8=0�  

(x+2)(x-4)=0  �    

∴ x=-2 또는 x=4 �  

즉, 두 점 A, B의 x좌표의 합은 2이다. (거짓) 

ㄴ. ‌�삼각형 ABP의 밑변을 선분 AB

x

y

OA
-2

1
4

4

5
4

B

P
(x-1)2+(y-4)2=25

로 생각하면 높이가 최대일 때 삼

각형 ABP의 넓이가 최대가 된다. 

높이가 최대일 때는 오른쪽 그림

과 같이 점 P의 좌표가 (1, 9)일 

때이므로 S의 최댓값은

;2!;_6_9=27 (참) 

ㄷ. ‌�S=3일 때의 삼각형 ABP의 밑

x

y

O
-2-1 1 4

4

P P

P

(x-1)2+(y-4)2=25

A B

변을 선분 AB로 생각하여 높이

를 h라 하면 

;2!;_6_h=3에서 h=1

즉, 점 P의 y좌표가 -1 또는 1이

어야 하므로 이를 만족시키는 점 

P의 개수는 3이다. (참) 

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다. 

답 ④ 

026

다음 그림과 같이 원의 중심 C가 원점,선분 AP가 y축과 평행하도

록 좌표평면 위에 놓고 A(a, b)라 하면 

A(a, b)

BP

5

1

13
13-

(C)
x

y

O

13

13-

P(a, b-5), B(a+1, b-5) 

두 점 A, B가 원 xÛ`+yÛ`=13 위의 점이므로 

aÛ`+bÛ`=13 � …… ㉠ 

(a+1)Û`+(b-5)Û`=13 � …… ㉡ 

㉡에서 aÛ`+bÛ`+2a-10b+13=0 

이때 ㉠에서 aÛ`+bÛ`=13이므로 

2a-10b+26=0, 즉 a=5b-13 

이를 ㉠에 대입하면 

(5b-13)Û`+bÛ`=13

bÛ`-5b+6=0 

∴ b=2 또는 b=3 

한편 a=5b-13이므로

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

a=-3, b=2 또는 a=2, b=3 

a=-3, b=2일 때 P(-3, -3) 

a=2, b=3일 때 P(2, -2) 

02. 원의 방정식     021
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이때 점 (-3, -3)은 원의 외부의 점이므로

P(2, -2)

∴ CPÓ="Ã2Û`+(-2)Û`=2'2 

답 2'2 

027

선분 AB의 중점을 M이라 하면 

PAÓ 
2
+PBÓ 

2
=2(PÕMÓ 

2
+BÕMÓ 

2
) � …… ㉠ 

이때 M{ 8+16
2 , 7+3

2 }에서 M(12, 5)이고 

BÕMÓ="Ã(12-16)Û`+(5-3)Û`=2'5 

이므로 ㉠에서 

PAÓ 
2
+PBÓ 

2
=2(PÕMÓ 

2
+20) 

즉, PAÓ 
2
+PBÓ 

2
의 값은 선분 PM의 길이가 최대일 때 최댓값을 

갖는다. 

선분 PM의 길이가 최대인

P

M
A(8, 7)

B(16, 3)

O
x2+y2=9

x

y  

경우는 오른쪽 그림과 같이 

선분 PM이 원의 중심을 지

날 때이다.

원의 반지름의 길이가 3이

므로

(선분 PM의 길이의 최댓값)

=3+"Ã12Û`+5Û`=16 

따라서 PAÓ 
2
+PBÓ 

2
의 최댓값은 

2_(16Û`+20)=552 

답 552 

028

점 A에서 y축에 내린 수선의 발을 H라 하면 AHÓ=1, OHÓ='3

이므로 

∠AOH=30ù

이때 △AOH≡△A'OH (SAS 합동)이므로

AÕ'HÓ=AHÓ=1 

즉, A'(-1, '3)이므로 직선 A'B의 방정식은 

y=
0-'3
2+1  (x-2) 

∴ y=-
'3
3  x+

2'3
3 � …… ㉠ 

한편, OAÓ=OÕA'Ó, ∠A'OA=60ù에서 삼각형 A'OA는 정삼각형

이므로 삼각형 A'OA의 외심은 삼각형 A'OA의 무게중심과 같

다. 

즉, 삼각형 A'OA의 외접원은 중심이 {0, 2'3
3 }이고 반지름의 길

이가 ;3@; OH Ó=
2'3
3 인 원이므로 삼각형 A'OA의 외접원의 방정

식은

xÛ`+{y- 2'3
3 }2`=;3$; � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

x=1, y=
'3
3  (∵ x>0)

삼각형의 중선 정리

OÕMÓ

∠A'OH=∠A'OA-∠AOH=30ù, 
OAÓ=OÕA'Ó, OHÓ는 공통

따라서 P{1, '3
3 }이므로 

3ab=3_1_
'3
3 ='3 

답 '3 

029

ㄱ. ‌�두 직선 lÁ: 2x+y+2=0, lª: x-2y-4=0에서 �  

2_1+1_(-2)=0이므로 lÁ, lª는 서로 수직이다. (참) 

ㄴ. ‌�두 직선 lÁ, lª의 교점 A의 좌

lÁ

lª

B C
M

2

-2

P

Q

A

xO

y

표는 �  

A(0, -2)�  

두 직선 lÁ, lª가 x축과 만나는 

두 점 B, C의 좌표는 각각 �  

B(-1, 0), C(4, 0)�  

조건 ㈏에서 삼각형 PBC의 

넓이는 삼각형 ABC의 넓이의 

3배이므로 두 삼각형의 밑변을 선분 BC라 하면 삼각형 PBC

의 높이는 삼각형 ABC의 높이의 3배이다. �  

즉, 삼각형 PBC의 높이는 6이므로 제1사분면에 있는 점 P의 

y좌표는 6이다.�  

조건 ㈎에서

(점 Q의 y좌표)= 6+0+0
3 =2 (참) 

ㄷ. ‌�∠BAC=90ù이므로 선분 BC는 삼각형 ABC의 외접원의 지

름이다. 

외접원의 중심을 M이라 하면 M{;2#;, 0}이고, 외접원의 반지름

의 길이는 

MBÓ=;2#;-(-1)=;2%;

외접원의 방정식은 

{x-;2#;}2`+yÛ`=:ª4°:

점 Q가 이 원 위의 점이고, ㄴ에서 점 Q의 y좌표가 2이므로 

{x-;2#;}2`+2Û`=:ª4°:

x-;2#;=Ñ;2#;  

∴ x=0 또는 x=3

점 Q는 제1사분면 위의 점이므로 �  

x=3

점 P의 x좌표를 a라 하면

a+(-1)+4
3 =3  

∴ a=6

P(6, 6)이므로 x좌표와 y좌표의 합은 12이다. (거짓) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다. 

답 ③ 

다른 풀이

ㄷ. ‌�두 점 B(-1, 0), C(4, 0)을 지름의 양 끝 점으로 하는 원의 

방정식은 (x+1)(x-4)+(y-0)(y-0)=0이 원 위의 점 

Q의 y좌표가 2일 때, x좌표는 3이므로 �  

Q(3, 2)�  

022     정답과 풀이
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선분 BC의 중점을 M이라 할 때, 중점의 좌표는 

{ -1+4
2 , 

0+0
2 }, 즉 {;2#;, 0}

조건 ㈎에서 점 P는 선분 MQ를 3 : 2로 외분하는 점이므로 

{
3_3-2_;2#;

3-2 , 
3_2-2_0

3-2 }, 즉 (6, 6)

따라서 P(6, 6)이므로 x좌표와 y좌표의 합은 12이다.

030

원 CÁ: xÛ`+yÛ`=10 위의 점 중에서 x좌표와 y좌표가 모두 자연수

인 점의 좌표는 

(1, 3), (3, 1)

Ú ‌�점 P의 좌표가 (1, 3)일 때�  

점 (1, 3)과 원 Cª의 중심 (6, 5) 사이의 거리는�  

"Ã(6-1)Û`+(5-3)Û`='2�9�  

이므로�  

'2�9-5ÉPQÓÉ'2�9+5  �    

∴ 0.×××ÉPQÓÉ10.×××�  

선분 PQ의 길이는 자연수이므로 1, 2, 3, ⋯, 10이 될 수 있

고, 각 길이를 만족시키는 점 Q는 2개씩 존재하므로 순서쌍 

(P, Q)의 개수는 �  

10_2=20 

Û ‌�점 P의 좌표가 (3, 1)일 때 �  

점 (3, 1)과 원 Cª의 중심 (6, 5) 사이의 거리는�  

"Ã(6-3)Û`+(5-1)Û`=5�  

이므로�  

5-5ÉPQÓÉ5+5�  

∴ 0ÉPQÓÉ10�  

선분 PQ의 길이는 자연수이므로 1, 2, 3, ⋯, 10이 될 수 있

고, 10을 제외하고 각 길이를 만족시키는 점 Q는 2개씩 존재

하므로 순서쌍 (P, Q)의 개수는 참고 �  

9_2+1=19 

Ú, Û에서 구하는 순서쌍 (P, Q)의 개수는 

20+19=39 

답 39 

참고  

PQÓ=10인 경우는 오른쪽 그림과 같이 직선

5

6

C

P

Q

x

y

O

 

PQ가 원 Cª의 중심을 지나는 경우이므로 점 P

의 좌표가 (3, 1)일 때, PQÓ=10을 만족시키는 

점 Q의 개수는 1이다. 

031

호 PQ는 오른쪽 그림과 같이 점 (3, 0)

5

5

-5

-5

3

P

Q

O x

y

에서 x축에 접하고 반지름의 길이가 5인 

원의 일부이므로 그 원의 방정식은�

(x-3)Û`+(y-5)Û`=25 

∴ xÛ`+yÛ`-6x-10y+9=0 

선분 PQ는 두 원

xÛ`+yÛ`-25=0, 

xÛ`+yÛ`-6x-10y+9=0

의 공통인 현이므로 직선 PQ의 방정식은 

xÛ`+yÛ`-25-(xÛ`+yÛ`-6x-10y+9)=0 

∴ 3x+5y-17=0 

따라서 직선 PQ의 x절편은 :Á3¦:, y절편은 :Á5¦:이므로

30S=30_{;2!;_:Á3¦:_:Á5¦:}

=289 

답 289 

032

오른쪽 그림과 같이 정사각형 ABCD를

A
B

CD

G
H

P
Q

R

d

x

y

O

 

선분 AB가 x축, 선분 AD가 y축에 오도

록 좌표평면 위에 놓으면 점 P가 선분 

DC를 1 : 2로 내분하므로 

P(2, 6) 

직선 AP의 방정식은 

y=3x 

원의 중심을 G라 하면

G(3, 3) 

원의 중심과 직선 y=3x, 즉 3x-y=0 사이의 거리를 d라 하면 

d= |9-3|
"Ã3Û`+(-1)Û`

= 6
'1�0

원의 반지름의 길이는 3이므로 직각삼각형 GHR에서 

HRÓ 
2
=RGÓ 

2
+HGÓ 

2

=3Û`-;1#0^;

=:ª5¦:

∴ QRÓ=2HRÓ

=2_¾¨:ª5¦:

=
6'1�5

5
답 ③ 

033

∠APB는 호 AB에 대한 원주각

B(5, 1)

C

M

P

A(3, -3)

45이고 ∠APB=45ù이므로 

∠ACB=90ù 호 AB에 대한 중심각

즉, 삼각형 ABC는 CAÓ=CBÓ인 

직각이등변삼각형이다. 

세 점 A, B, P를 지나는 원의 반

지름의 길이를 

r=CAÓ

라 하면 삼각형 ABC에서 

ABÓ 
2
=CAÓ 

2
+CBÓ 

2

(5-3)Û`+(1+3)Û`=rÛ`+rÛ`

rÛ`=10 
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∴ r='1�0 
선분 AB의 중점을 M이라 하면 점 M의 좌표는 

{ 3+5 
2 , 

-3+1 
2 }, 즉 (4, -1) 

직선 AB의 기울기가 
1+3 
5-3 =2이고 직선 CM은 선분 AB의 수

직이등분선이므로 직선 CM의 방정식은 

y+1=-;2!;(x-4)  

∴ y=-;2!; x+1 

C{a, -;2A;+1}이라 하면 중심이 C이고 반지름의 길이가 '1�0인 

원의 방정식은 

(x-a)Û`+{y+;2A;-1}2`=10 

점 A(3, -3)이 원 위의 점이므로 

(3-a)Û`+{-3+;2A;-1}2`=10 

5aÛ`-40a+60=0, aÛ`-8a+12=0 

(a-2)(a-6)=0  

∴ a=2 또는 a=6

즉, C(2, 0) 또는 C(6, -2)이다.

따라서 k=0 또는 k=2이므로 모든 k의 값의 합은 2이다. 

답 2 

034

삼각형 OAB의 내부에 있고 �

A
4

4
B

M
P

C

x

y

O

 

∠AOP=∠BAP를 만족시키는 점 P

는 오른쪽 그림과 같이 점 O를 지나고 

직선 AB와 점 A에서 접하는 원 위의 

점이다. 참고

이 원의 중심을 C라 하면 

∠OAC‌�=∠BAC-∠BAO�  

=90ù-45ù=45ù 

∠AOC=∠OAC=45ù 

한편, 선분 OA의 중점을 M이라 하면 OAÓ⊥CÕMÓ이므로 

OÕMÓ=;2!; OAÓ=2 

CÕMÓ=OÕMÓ=2 

∴ C(2, -2) 

원의 반지름의 길이는 

OCÓ‌�="Ã2Û`+(-2)Û`�  

=2'2 

점 P의 y좌표는 ∠PCO=∠PCA=45ù일 때 최대이므로 구하는 

최댓값은 2'2-2이다. 

따라서 a=2, b=-2이므로 

ab=2_(-2)=-4 

답 -4 

참고 원의 접선과 현이 이루는 각

원의 접선과 그 접점을 지나는 현이 이루는 각의 크

A

B

C

T

O
기는 그 각의 내부에 있는 호에 대한 원주각의 크기

와 같다. 

➡ ∠BAT=∠BCA 

035

선분 AB의 길이가 6이므로�

x

y

O

8

10-5

(x-10)2+(y-8)2=36

A

C
B'

"Ã(a-10)Û`+(b-8)Û`=6 

(a-10)Û`+(b-8)Û`=36 

즉, 점 B는 원 �  

(x-10) Û`+(y-8) Û`=36 위의 점

이다. 

점 C(-5, 0)이라 하면 

aÛ`+bÛ`+10a+25=(a+5)Û`+bÛ`=CBÓ 
2

이므로 aÛ`+bÛ`+10a+25는 선분 CB의 길이가 최소일 때 최솟값

을 갖는다. 

선분 CA와 원 (x-10)Û`+(y-8)Û`=36의 교점을 B'이라 하면 선

분 CA의 길이의 최솟값은 선분 CB'의 길이와 같다. 

∴ CÕB'Ó‌�=CAÓ-AÕB'Ó�  

="Ã(10+5)Û`+8Û`-6�  

=17-6=11 

따라서 aÛ`+bÛ`+10a+25의 최솟값은 

11Û`=121 

답 ④ 

036

원 x Û`+y Û`=k의 중심 (0, 0)과 직

x

y

O

5

4
...

...

20-3

3x+4y=20

x2+y2=k
선 3x+4y=20, 즉 �  

3x+4y-20=0 사이의 거리는

|-20|
"Ã3Û`+4Û`

=4�

이므로 k=16일 때, 원과 직선은 

제1사분면의 한 점에서 만난다. 

또, 직선 3x+4y=20은 두 점 (0, 5), {:ª3¼:, 0}을 지나므로 원과 

직선은 k=5Û`=25일 때 제1사분면에서 한 점에서 만나고 

k={:ª3¼:} 2`= 400
9 =44.___일 때 제1사분면에서 만나지 않는

다. 

Ú ‌�k=1, 2, 3, ⋯, 15일 때�  

원과 직선은 만나지 않으므로 �  

C(k)=0 

Û ‌�k=16일 때�  

원과 직선이 제1사분면의 한 점에서 만나므로 �  

C(k)=1 

Ü ‌�k=17, 18, 19, ⋯, 24일 때�  

원과 직선이 제1사분면의 두 점에서 만나므로 �  

C(k)=2 

Ý ‌�k=25, 26, 27, ⋯, 44일 때�  

원과 직선이 제1사분면의 한 점에서 만나므로 �  

C(k)=1 

Þ ‌�k=45, 46, ⋯, 100일 때�  

원과 직선은 제1사분면에서 만나지 않으므로 �  

C(k)=0 

Ú~Þ에서 

C(1)+C(2)+C(3)+ y +C(100) 

=1+2_8+20=37 

답 37 

원의 반지름의 길이

원과 직선이 접한다.
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037

원 (x-3a)Û`+(y-a)Û`=;9!;의 중심을 C라 하면 C(3a, a)이므로 

점 C는 직선 y=;3!; x 위에 있다. �

96

6

2
A

B

y=  x1-3

y=-  x+62-3

x

y

O

두 직선 y=;3!; x, y=-;3@; x+6의 교

점의 좌표는 (6, 2)이므로 주어진 원

이 삼각형 AOB의 경계 또는 내부에 

있으려면 0<3a<6, 즉 0<a<2이

어야 한다. 

이때 원의 반지름의 길이는 ;3!; 이므로 원이 x축에 접하도록 하는 a

의 값은 ;3!; 이다. 

원과 직선 y=-;3@; x+6, 즉 2x+3y-18=0이 접하려면 참고

|2_3a+3_a-18|
"Ã2Û`+3Û`

=;3!;

|9a-18|
'1�3

=;3!;, |9a-18|= '1�3
3

9a-18=Ñ '1�3
3   

∴ a=2- '1�3
27  (∵ 0<a<2) 

따라서 ;3!;ÉaÉ2- '1�3
27 이므로 

M=2- '1�3
27 , m=;3!;

∴ M+m=;3&;- '1�3
27

답 ③ 

참고

원의 중심 C(3a, a)와 직선 y=-;3@;x+6 사이의 거리가 원의 반지름의 

길이인 ;3!;과 같다.

038

점 C(a, b)는 이차함수 y=xÛ`-6x+7의 그래프 위의 점이므로 

b=aÛ`-6a+7 

이것을 2a-b+16>0에 대입하면 

2a-(aÛ`-6a+7)+16>0 

-aÛ`+8a+9>0�  ⋯⋯ ㉠ 

(a+1)(a-9)<0  

∴ -1<a<9 

이차함수 y=x Û`-6x+7의 그래프 위의 점 C(a, a Û`-6a+7)을 

중심으로 하는 원이 직선 y=2x+16, 즉 2x-y+16=0에 접하

므로 원의 반지름의 길이를 r라 하면 

r= |2a-(aÛ`-6a+7)+16|
"Ã2Û`+(-1)Û`

= |-aÛ`+8a+9|
'5

= -aÛ`+8a+9
'5

 (∵ ㉠) 

=- 1
'5

 (a-4)Û`+5'5 (-1<a<9) 

따라서 반지름의 길이 r는 a=4일 때 최댓값 5'5 를 가지므로 원

의 넓이의 최댓값은 

p_(5'5)Û`=125p
답 125p 

039

오른쪽 그림과 같이 삼각형 OPQ

x

y

O

P

Q

C

l

r

l'

가 정삼각형이고 선분 PQ는 원 C

의 지름이므로 원점을 지나고 두 

직선 l, l'과 평행한 직선을 그으

면 이 직선은 원의 중심을 지난다. 

원 C의 반지름의 길이를 r라 하면 

원점과 직선 

l: '2x-2y+'6=0 사이의 거리가 r와 같으므로 

r=
|'6|

"Ã('2)Û`+(-2)Û`
=1 

원점 O를 지나고 직선 l과 평행한 직선의 방정식은 

'2x-2y=0 

이고, 직선 l이 원의 중심을 지나므로 원의 중심의 좌표를 

('2k, k) (k>0)라 하자. 

정삼각형 OPQ에 대하여 점 O에서 선분 PQ의 중점까지의 거리

는 '3 r, 즉 '3이어야 하므로 

¿·('2k)Û`+kÛ`='3

"�3kÛ`='3, kÛ`=1

∴ k=1 (∵ k>0) 

따라서 원의 중심의 좌표는 ('2, 1)이므로 원 C의 방정식은 

(x-'2)Û`+(y-1)Û`=1 

답 ②

040

점 P의 좌표를 (xÁ, yÁ) (xÁ>0, yÁ>0)이라 하면 점 P가 원 �

xÛ`+yÛ`=25 위의 점이므로 

xÁÛ`+yÁÛ`=25 � …… ㉠

접선 l의 방정식은 

xÁx+yÁy=25 

다음 그림과 같이 원 x Û`+(y-5) Û`=10의 중심을 C라 하고, 점 

C(0, 5)에서 직선 l에 내린 수선의 발을 점 H라 하자. 

A

H
B

C
5

P

lx2+y2=25

x2+(y-5)2=10

xO

y

AHÓ=;2!;ABÓ=;2!;_6=3이고 원 xÛ`+(y-5)Û`=10의 반지름의 길

이는 '1�0이므로 직각삼각형 CAH에서

CHÓ=¿·('1�0)Û`-3Û`=1 

이때 선분 CH의 길이는 원 xÛ`+(y-5)Û`=10의 중심 (0, 5)와 직

선 l: xÁx+yÁy-25=0 사이의 거리와 같으므로

02. 원의 방정식     025

해(016-035)_고난도_02.indd   25 2026-04-30   오후 4:48:56



|5yÁ-25|
"ÃxÁÛ`+yÁÛ`

=1, 
|5yÁ-25|

5 =1 (∵ ㉠) 

|5yÁ-25|=5, 5yÁ-25=Ñ5  

∴ yÁ=4 (∵ 0<yÁ<5) 

xÁÛ`+yÁÛ`=25에서 xÁ=3 (∵ 0<xÁ<5) 

따라서 직선 l의 방정식은 3x+4y=25, 즉 3x+4y-25=0이므로 

a=3, b=4 

∴ ab=3_4=12 

답 12 

041

직선 l의 방정식을 y=2x+k, 즉�

A

H

B

CD

k

l:2x-y+k=0

O x

y

2 5

10

 

2x-y+k=0 (k>0)이라 하고 원

점 O에서 직선 l에 내린 수선의 발

을 H라 하면

AH Ó=;2!; ABÓ='5 

OA Ó='1 �0이므로 직각삼각형 AHO

에서 

OHÓ=¿·('1�0)Û`-('5)Û`='5 

선분 OH는 원점 O와 직선 l 사이의 거리와 같으므로 

|k|
"Ã2Û`+(-1)Û`

='5

∴ k=5 (∵ k>0) 

두 점 A, B는 직선 l: 2x-y+5=0이 원 xÛ`+yÛ`=10과 만나는 

점이므로

y=2x+5에서 xÛ`+(2x+5)Û`=10

xÛ`+4x+3=0, (x+1)(x+3)=0 

∴ x=-1 또는 x=-3 

즉, 두 점 A, B의 좌표는 각각 A(-1, 3), B(-3, -1)이고 점 

C는 점 A와 원점에 대하여 대칭이므로 

C(1, -3) 

점 C를 지나고 x축과 평행한 직선이 직선 l과 만나는 점 D의 좌

표는 D(-4, -3) 

따라서 a=-4, b=-3이므로 

a+b=-4+(-3)=-7 

답 ③

042

직선 AB의 기울기가 ;4#;이고 두 직선 CD, EF는 각각 직선 AB와 

수직이므로 두 직선 CD, EF의 기울기는 모두 -;3$;이다. 

기울기가 -;3$;인 접선의 방정식을 y=-;3$; x+k (k는 상수)라 

하면 원의 중심 (4, 3)과 직선 y=-;3$;x+k, 즉 4x+3y-3k=0 

사이의 거리는

|16+9-3k|
"Ã4Û`+3Û`

= |25-3k|
5

원의 반지름의 길이가 ;5^;이고 원과 직선이 접하므로

|25-3k|
5 =;5^;

|25-3k|=6

∴ k=:Á3»: 또는 k=:£3Á:

따라서 C{:Á4»:, 0}, D{0, :Á3»:}, E{:£4Á:, 0}, F{0, :£3Á:}이므로

☐ CEFD=△FDE-△DOC

=;2!;_:£4Á:_:£3Á:-;2!;_:Á4»:_:Á3»:

=25 

답 25 

043

원 xÛ`+yÛ`=1 위의 점 (xÇ, yÇ)에서의 접선의 방정식은 

xÇx+yÇy=1 

이 직선이 점 (0, n)을 지나므로 

nyÇ=1 

∴ yÇ= 1
n

또, 점 (xÇ, yÇ)은 원 xÛ`+yÛ`=1 위의 점이므로 xÇÛ`+yÇÛ`=1에 위

의 식을 대입하면 

xÇÛ`=1-{ 1
n }2`

= nÛ`-1
nÛ`

이므로 

xÇÛ`
yÇ = nÛ`-1

n

     =
(n-1)(n+1)

n

∴ { xª
'¶yª _

x£
'¶y£ _

x¢
'¶y¢ _

x°
'¶y° }2`

=
xªÛ`
yª _

x£Û`
y£ _

x¢Û`
y¢ _

x°Û`
y°

= 1_3
2 _ 2_4

3 _ 3_5
4 _ 4_6

5

=72 

답 72 

044

사각형 ABCP의 넓이는 오른쪽 그

A(1, -3)

C(6, 2)

B(5, -1)
x

y

O 1

1 P림과 같이 삼각형 APC와 삼각형 

ABC의 넓이의 합으로 구할 수 있다. 

직선 AC의 방정식은 

y+3= 2+3
6-1   

∴ x-y-4=0 

직선 x-y-4=0과 점 B(5, -1) 사이의 거리는 

|5-(-1)-4|
"Ã1Û`+(-1)Û`

='2 

이고, ACÓ="Ã(6-1) Û`+(2+3) Û`=5'2이므로 삼각형 ABC의 넓

이는 

;2!;_5'2_'2=5 다른 풀이

삼각형 ABC의 넓이가 5로 일정하므로 사각형 ABCP의 넓이가 

최소일 때는 삼각형 APC의 넓이가 최소, 즉 점 P와 선분 AC 사

이의 거리가 최소일 때이다.

026     정답과 풀이
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|1-1-4|
"Ã1Û`+(-1)Û`

-1=2'2-1

원의 중심 (1, 1)과 직선 x-y-4=0 사이의 거리는

|1-1-4|
"Ã1Û`+(-1)Û`

=2'2 

이고 원의 반지름의 길이가 1이므로 점 P와 선분 AC 사이의 거

리의 최솟값은 

2'2-1 

따라서 사각형 ABCP의 넓이의 최솟값은 

;2!;_5'2_(2'2-1)+5=15-
5'2
2 이므로

a=15, b=-;2%;

∴ a-2b=15-2_{-;2%;}=20 

답 20 

다른 풀이

사선 공식을 사용하면 삼각형 ABC의 넓이는 

;2!;|-1+10-18-(-15-6+2)|=5 ;2!;|
1

-3
 

5

-1
 

6

2
 

1

-3
|

삼각형 ABC의 넓이가 5로 일정하므로 사각형 ABCP의 넓이가 

최소일 때는 삼각형 APC의 넓이가 최소일 때이고, 이는 점 P와 

선분 AC 사이의 거리가 최소일 때가 된다. 

원의 중심 (1, 1)과 직선 x-y-4=0 사이의 거리는 

|1-1-4|
"Ã1Û`+(-1)Û`

=2'2 

이므로 점 P와 선분 AC 사이의 거리의 최솟값은 

2'2-1 

사각형 ABCP의 넓이의 최솟값은 

;2!;_5'2_(2'2-1)+5=15-
5'2
2

따라서 a=15, b=-;2%;이므로 

a-2b=15-2_{-;2%;}=20 

045

직선 y=t와 y축의 교점을 T라 하면

A

8

B T y=t

CÁ

y

xO

직각삼각형 OAT에서

OAÓ=8, OTÓ=t이므로 

TAÓ=¿¹OÕAÓ ¹2+¹OÕTÓ 
2
="Ã64-tÛ`

∴ ABÓ=2TAÓ=2"Ã64-tÛ`

이때 OTÓ=t이므로 삼각형 OAB의 

넓이 SÁ(t)는 

SÁ(t)=;2!;_ABÓ_OTÓ

=;2!;_2"Ã64-tÛ`_t

=t"Ã64-tÛ`

또, 원 Cª의 중심을 O'이라 하면 직

D

4

C

E

T y=t

Cª

y

xO

O'

각삼각형 O'DT에서

OÕ'DÓ=4, OÕ'TÓ=|t-4|이므로 

TDÓ=¿¹OÕ'DÓ ¹2+¹OÕ'ÕTÓ 
2

="Ã4Û`-(t-4)Û`

="Ã8t-tÛ`

∴ CDÓ=2TDÓ=2"Ã8t-tÛ`

이때 ETÓ=8-t이므로 삼각형 ECD의 넓이 Sª(t)는 

Sª(t)=;2!;_CDÓ_ETÓ

=;2!;_2"Ã8t-tÛ`_(8-t)

=(8-t)"Ã8t-tÛ`

(8-t)SÁ(t)='1�0_tSª(t)이므로 

(8-t)_t"Ã64-tÛ`='1�0_t(8-t)"Ã8t-tÛ`

9tÛ`-80t+64=0 

(9t-8)(t-8)=0 

∴ t=;9*; (∵ 0<t<8) 

답 ⑤ 

다른 풀이

Ú ‌�xÛ`+yÛ`=64에 y=t를 대입하면 �  

xÛ`+tÛ`=64�  

xÛ`=64-tÛ`�  

∴ x=Ñ"Ã64-tÛ`�  

즉, A("Ã64-tÛ`, t), B(-"Ã64-tÛ`, t)이므로

SÁ(t)=;2!;_|"Ã64-tÛ`+"Ã64-tÛ`|_t 

=t"Ã64-tÛ`

Û ‌�xÛ`+(y-4)Û`=16에 y=t를 대입하면�  

xÛ`+(t-4)Û`=16�  

xÛ`=16-(t-4)Û`�  

∴ x=Ñ"Ã8t-tÛ`�  

즉, C(-"Ã8t-tÛ`, t), D("Ã8t-tÛ`, t)이므로

Sª(t)=;2!;_|-"Ã8t-tÛ`-"Ã8t-tÛ`|_(8-t) 

=(8-t)"Ã8t-tÛ`

Ú, Û에서 

(8-t)_t"Ã64-tÛ`='1�0_t(8-t)"Ã8t-tÛ`

9tÛ`-80t+64=0

(9t-8)(t-8)=0 

∴ t=;9*; (∵ 0<t<8) 

046

원의 중심을 A라 하고, 점 P의 좌표를 � y=mx

lÁ

P

Q

R

x

y

O

A(a, 2)

 

(a, 0)이라 하면 점 A의 좌표는 (a, 2), 

원점 O와 점 A를 지나는 직선을 lÁ이라 하

면 직선 lÁ의 방정식은 다른 풀이

y=;a@; x 

직선 PQ는 점 P(a, 0)을 지나고 직선 lÁ과 

수직이므로 직선 PQ의 기울기는 -;2A;이고 

직선 PQ의 방정식은 

y=-;2A; (x-a) 

직선 PQ가 y축과 만나는 점 R의 좌표는 

R{0, aÛ`
2 }

삼각형 ROP의 넓이가 16이므로 

0<t<8이므로 양변을 t(8-t)로 나누면

"Ã64-tÛ`='1�0_"Ã8t-tÛ`
64-tÛ`=10(8t-tÛ`)
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;2!;_a_ aÛ`
2 =16, aÜ`=64

∴ a=4 

즉, 점 A의 좌표는 (4, 2)이고 직선 y=mx, 즉 mx-y=0 사이

의 거리가 원의 반지름의 길이 2와 같으므로 

|4m-2|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=2

|4m-2|=2"ÃmÛ`+1

양변을 제곱하여 정리하면

3mÛ`-4m=0

m(3m-4)=0

∴ m=;3$; (∵ m>0)

∴ 60m=60_;3$;=80 

답 80 

다른 풀이

삼각형 ROP의 넓이가 16이므로 

;2!;_a_ROÓ=16 

∴ ROÓ= 32
a

한편, △ROP »△OPA (AA 닮음)

이므로 ROÓ : OPÓ=OPÓ : PAÓ에서 

32
a  : a=a : 2

64
a =aÛ`  

∴ a=4 

따라서 점 A의 좌표는 (4, 2)이고 직선 y=mx, 즉 mx-y=0 

사이의 거리가 원의 반지름의 길이 2와 같으므로 

|4m-2|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=2

|4m-2|=2"ÃmÛ`+1

∴ m=;3$; (∵ m>0) 

∴ 60m=60_;3$;=80

047 

원 CÁ의 중심을 A라 하면 A(-4, 0)

CÁ

lÁ

Cª

lª

P

Q
R

4

4

-4

2

A

B

x

y

O

원 Cª의 중심을 B라 하면 

B(0, 4) 

이때 PAÓ : PBÓ=2 : 1이므로 점 B는 

선분 AP의 중점이다. 참고  

즉, 
-4+a

2 =0, 0+b
2 =4이므로

a=4, b=8  

∴ P(4, 8) 

점 P에서 원 CÁ에 그은 접선의 기울기를 m이라 하면 접선의 방정

식은 

y=m(x-4)+8  

∴ mx-y-4m+8=0 

직선 mx-y-4m+8=0과 점 A 사이의 거리가 4이므로 

∠ROP=∠OPA=90ù 
∠PRO‌�=∠AOP�  

=90ù-∠RPO (∵ OAÓ⊥PRÓ)

△PAQ»△PBR (AA 닮음)

|-4m-4m+8|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=4

|18-8m|=4"ÃmÛ`+1

양변을 제곱하여 정리하면

3mÛ`-8m+3=0 

따라서 이차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 두 직선 lÁ, lª의 

기울기의 곱은 c=;3#;=1 

∴ a+b+c=4+8+1=13 

답 13 

참고  

두 점 A, B에서 직선 lª에 내린 수선의 발을 각각 Q, R라 하면 두 삼각형 

APQ, BPR가 서로 닮음이므로 

PAÓ : PBÓ=AQÓ : BRÓ=2 : 1 

048

y=x+|x-k|+1에서 y=[
k+1		 (x<k)

2x-k+1	(x¾k)

Ú 주어진 두 도형이 다음 그림과 같은 경우

x

y

O-5

x2+y2=25
y=x+|x-k|+1

직선 y=2x-k+1, 즉 2x-y-(k-1)=0이 도형

xÛ`+yÛ`=25 (y>0)에 접할 때

|-(k-1)|
"Ã2Û`+(-1)Û`

=5에서

|k-1|=5'5�  

k-1=Ñ5'5

k=1-5'5 (∵ k+1<0)�  

직선 y=2x-k+1이 점 (-5, 0)을 지날 때�  

0=2_(-5)-k+1  �    

∴ k=-9  �    

즉, 주어진 두 도형이 서로 다른 두 점에서 만나기 위한 k의 값

의 범위는 1-5'5<k<-9

Û 주어진 두 도형이 다음 그림과 같은 경우 

x

y

O-5

5

x2+y2=25

y=x+|x-k|+1

직선 y=k+1이 (-5, 0)을 지날 때, k=-1�  

직선 y=k+1이 (0, 5)를 지날 때, k=4  �    

즉, 주어진 두 도형이 서로 다른 두 점에서 만나기 위한 k의 값

의 범위는 -1<k<4

Ú, Û에서 구하는 k의 값의 범위는 

1-5'5<k<-9 또는 -1<k<4 

이므로 a=1-5'5, b=-9, c=-1, d=4 

원의 중심: (0, 0), 반지름의 길이: 5
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∴ ‌�a+b+c+d‌�=1-5'5+(-9)+(-1)+4�  

=-5-5'5 

답 ① 

049

감시소에서 오토바이를 관측할 수 있는 때는 오토바이가 다음 그

림의 두 지점 P, Q 사이를 지날 때이다. 

1

4

12

3

A

B

P Q

x

y

O

원 A의 접선의 방정식을 y=mx라 하면 원 A와 직선 y=mx, 즉 

mx-y=0이 접하므로 

4
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=2  

∴ m='3 (∵ m>0) 

이때 접선 y='3 x와 직선 y=12의 교점의 x좌표는 4'3이다. 

원 B의 접선의 방정식을 y=nx라 하면 원 B와 직선 y=nx, 즉 

nx-y=0이 접하므로 

|3n-1|
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=1 

8nÛ`-6n=0  

∴ n=;4#; (∵ n>0) 

이때 접선 y=;4#;x와 직선 y=12의 교점의 x좌표는 16이다. 

따라서 오토바이를 관측할 수 있는 위치인 두 지점 P, Q 사이의 

거리는 (16-4'3) km이므로 오토바이를 관측할 수 있는 시간은 

(16-4'3)Ö0.5=32-8'3(분) 

답 ② 

050

점 O(0, 0)을 지나는 원 C의 방정식을 

xÛ`+yÛ`+px+qy=0 (p, q는 상수)이라 하면 이 원이 두 점 �  

A(8, -6), B(6, -2)를 지나므로 

8p-6q+100=0 

6p-2q+40=0

위의 두 식을 연립하여 풀면

p=-2, q=14 

즉, 원 C의 방정식은 

xÛ`+yÛ`-2x+14y=0 

∴ (x-1)Û`+(y+7)Û`=50 

접선 l의 방정식은 

(0-1)(x-1)+(0+7)(y+7)=50 

∴ x-7y=0� …… ㉠ 

두 삼각형 OAB와 OPB의 넓이가 같으려면 직선 OB와 직선 AP

가 평행해야 한다. 다른 풀이

이때 직선 OB의 기울기가 -;3!;이므로 y

x
O

A

BP

C

l

직선 AP는 기울기가 -;3!;이고 

점 (8, -6)을 지나는 직선이다. 

즉, 직선 AP의 방정식은 

y+6=-;3!; (x-8)  

∴ x+3y+10=0� …… ㉡ 

이때 점 P는 접선 l과 직선 AP의 교점이므로 ㉠, ㉡을 연립하여 

점 P의 좌표를 구하면 x=-7, y=-1

즉, P(-7, -1) 

따라서 a=-7, b=-1이므로 

aÛ`+bÛ`=49+1=50 

답 50 

다른 풀이

두 삼각형 OAB와 OPB의 넓이가 같으려면 직선 OB와 두 점 A, 

P 사이의 거리가 같아야 한다. 

직선 OB의 방정식은 

y=-;3!; x  

∴ x+3y=0 

즉, 직선 OB와 점 A(8, -6) 사이의 거리는 

|8-18|
"Ã1Û`+3Û`

='1�0

한편, 점 P(a, b)가 직선 x-7y=0 위에 있으므로 

a-7b=0에서 a=7b 

∴ P(7b, b) 

즉, 직선 OB와 점 P(7b, b) 사이의 거리는 

|7b+3b|
"Ã1Û`+3Û`

='1�0|b| 

따라서 '1�0='1�0|b|이므로 

b=-1 (∵ b<0)

이때 a=7b에서 a=-7 

∴ aÛ`+bÛ`=49+1=50 

051
일등급의 메모장

x

x=5y

A

B CO

원 (x-5)Û`+(y-a)Û`=;9!;의 중심은 

(5, a)이므로 직선 x=5 위의 점과 삼

각형 ABC 위의 점 사이의 거리가 주어

졌을 때, 다음과 같이 나누어 조사한다.

① 점 (5, a)와 점 A 사이의 거리 

② 점 (5, a)와 직선 AC 사이의 거리 

③ 점 (5, a)와 점 C 사이의 거리

직선 x=5 위의 점 중에서 직선 AC x=5

x

y

O

A(0, 4)

B(-3, 0)

C(3, 0)

D

Dª

D£

DÁ

P
Q

에 내린 수선의 발이 점 A와 점 C

가 되는 점을 각각 점 DÁ, Dª라 하

고, 원 (x-5)Û`+(y-a)Û`=;9!;의 중

심을 점 D(5, a)라 하자. 

직선 AC의 기울기가 -;3$;이므로
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직선 AC와 수직인 직선 ADÁ의 기울기는 ;4#;이고 직선 ADÁ의 방

정식은 

y-4=;4#; x  

∴ y=;4#;x+4

y=;4#;x+4와 x=5를 연립하여 두 직선의 교점 DÁ의 좌표를 구하면 

DÁ{5, :£4Á:}

같은 방법으로 점 Dª의 좌표를 구하면 

Dª{5, ;2#;}

Ú a¾:£4Á:일 때

선분 PQ의 길이의 최솟값은 점 A(0, 4)와 원의 중심

D(5, a) 사이의 거리에서 원의 반지름의 길이 ;3!;을 뺀 값이므로

"Ã5Û`+(a-4)Û`-;3!;>5-;3!;=:Á3¢: (∵ (a-4)Û`>0)

따라서 선분 PQ의 최솟값이 3이 될 수 없다. 

Û ;2#;Éa<:£4Á:일 때

선분 PQ의 길이의 최솟값은 직선 AC와 원의 중심 D(5, a)

사이의 거리에서 원의 반지름의 길이 ;3!;을 뺀 값이다.

이때 직선 4x+3y-12=0과 원의 중심 D(5, a) 사이의 거리

는 

PDÓ= |20+3a-12|
"Ã4Û`+3Û`

=|3a+8|
5

이므로

|3a+8|
5 -;3!;=3에서 |3a+8|=:°3¼:

3a+8=Ñ:°3¼:

∴ a=:ª9¤: {∵ ;2#;Éa<:£4Á:}

Ü a<;2#;일 때

선분 PQ의 길이의 최솟값은 점 C(3, 0)과 원의 중심 D(5, a)

사이의 거리에서 원의 반지름의 길이 ;3!;을 뺀 값이므로

"Ã(5-3)Û`+aÛ`-;3!;=3, "Ã4+aÛ`=:Á3¼:

aÛ`=:¤9¢:  

∴ a=-;3*; {∵ a<;2#;}

Ú~Ü에서 모든 실수 a의 값의 합은

:ª9¤:+{-;3*;}=;9@;

답 ;9@;

참고  

원의 중심과 삼각형 ABC 위의 점의 거리가�

x

y

O

A

10-3

10-3

B C

:Á3¼:이 되는 위치를 그리면 오른쪽 그림과 같다.

이 중 직선 x=5 위에 해당되는 점은 2개가 있

으며 1개는 직선 AC와의 거리를 이용하여 위치

를 정할 수 있고, 남은 1개는 점 C와의 거리를 

이용하여 위치를 정할 수 있다. 

직선 CDª의 방정식은 y=;4#;(x-3), 즉

y=;4#;x-;4(;이므로

y=;4#;x-;4(;와 x=5를 연립하여 푼다.

직선 AC

052
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이차함수 y=xÛ̀ 의 그래프 위의 점 (t, tÛ̀ )

r

O

|-t2+t+4|
2

r=

t1-2

과 직선 x-y+4=0 사이의 거리는 

|-tÛ`+t+4|
'2

이므로 원의 반지름의 길

이 r가 r=|-tÛ`+t+4|
'2

일 때 원이 직

선과 접한다. 

그래프에서 접하는 원이 3개 이상이 되기 위해서는 t=;2!;일 때 

r= 17'2
8

이고 0<rÉ 17'2
8

일 때 접하는 원이 3개 이상이다. 

이차함수 y=xÛ`의 그래프에 접하고 직선 y=x+4에 평행한 직선

을 y=x+k (k는 상수)라 하자. 

y=xÛ`와 y=x+k를 연립하면

xÛ`=x+k, 즉 xÛ`-x-k=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D=1+4k=0  

∴ k=-;4!;

두 직선 y=x+4, y=x-;4!; 사이의 거리를 d라 할 때, d는 

직선 y=x+4 위의 점 (0, 4)와 직선 y=x-;4!;, 즉 

x-y-;4!;=0 사이의 거리와 같으므로 

d=
|-4-;4!;|

"Ã1Û`+(-1)Û`

= 17'2
8

Ú ‌�0<r<d일 때� y=x2 y=x+4

y=x- 1-4

 

다음 그림과 같이 직선�  

y=x+4에 접하는 원의 개

수는 4이다. 

Û ‌�r=d일 때� y=x2

y=x+4

y=x- 1-4

 

다음 그림과 같이 직선 �

y=x+4에 접하는 원의 

개수는 3이다. 

Ü ‌�r>d일 때�

y=x+4

y=x2  

다음 그림과 같이 직선 �

y=x+4에 접하는 원의 개수는 

2이므로 조건에 맞지 않는다. 

확장
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Ú~Ü에서 조건을 만족시키는 실수 r의 값의 범위는 

0<rÉd, 즉 0<rÉ 17'2
8

이다. 

답 0<rÉ17'2
8

053
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x

y

O

A B

C

P

RQ m
m

m

n

n

n △AQPª△BRQ (SAS 합동)

ㄱ. ‌�m=n일 때, 점 P는 선분 OA의 중점이므로 점 P의 좌표는 

(0, 2)이다. (참)

ㄴ. 세 점 P, Q, R의 좌표는 각각 

P{0, 4m
m+n }, Q{ 4m

m+n , 4}, R{4, 4n
m+n }

이므로 직선 PQ의 기울기는 
n
m 이고, 직선 QR의 기울기는

- m
n 이다. 

직선 PQ와 직선 QR의 기울기의 곱이 -1이므로 두 직선은 

서로 수직이다.�  

즉, 선분 PR는 오른쪽 그림과 같이 원

x

y

O

A B

C
P

R

Q

S C

 

C의 지름이다. 

S { 4m
m+n , 0}이라 하면 직선 PS의 기

	‌� 울기는 -1이고, 직선 SR의 기울기는 

1이다. 

	� 직선 PS와 직선 SR의 기울기의 곱은�  

-1_1=-1�  

따라서 두 직선은 서로 수직이다. 

	 즉, 점 { 4m
m+n , 0}은 선분 PR를 지름으로 하는 원 C 위의 점

	 이다. (참)

ㄷ. ‌�선분 PR를 지름으로 하고 중심의 좌

x

y

O

A

5

3

B

C

P

R
Q

D E
C

표가 (2, 2)인 원 C가 x축과 만나는 

서로 다른 두 점을 

	 D { 4m
m+n , 0}, E { 4n

m+n , 0}

	 이라 하면 다른 풀이

	 DEÓ=| 4(n-m)
m+n |=3

	 PRÓ=¾̈(4-0)Û`+{ 4n
m+n - 4m

m+n }2`

	 =¾̈4Û`+[ 4(n-m)
m+n ]2`=5

	 삼각형 PQR는 PQÓ=QRÓ인 직각이등변삼각형이므로 

	 PQÓ=
5'2
2  (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 

다른 풀이

원의 중심에서 x축에 내린 수선의 발�

x

y

O

A B

C

P

R
Q

D E
H C

 

H(2, 0)에 대하여 

ODÓ=OHÓ-DHÓ=OHÓ-;2!; DEÓ

=2-;2!;_3=;2!; 

즉, 
4m

m+n =;2!;이므로 

P{0, ;2!;}, Q{;2!;, 4}

∴ PQÓ=¾¨{;2!;-0}2`+{4-;2!;}2`

=
5'2
2  (참)

054
일등급의 메모장

0<t<2일 때 원 Ct가 직선 x-y-2=0에 접할 때 교점이 3개이

다. 이때 t의 값을 기하적인 성질을 이용해서 구할 수 있다.

2

x

y

O

2

2 2

2
2

(   ,    )

2 2

2

x¾0, y¾0이므로 점 P는 0ÉxÉ2에서 원 xÛ`+yÛ`=4 위의 점이

며 x¾2에서 직선 y=x-2 위의 점이다. 

도형 D와 원 Ct의 교점이 3개일 때는 다음과 같다. 

Ú ‌�0<t<2일 때�  

ⓐ ‌�다음 그림과 같이 원 Ct가 직선 x-y-2=0에 접할 때 교

점이 3개이다.

x

y

O 2

2

원 Ct가 y축에 접하므로 반지름의 길이가 t이고 중심이 원 

xÛ`+yÛ`=4 위의 점이므로 원 Ct의 중심의 좌표는 �  

(t, "Ã4-tÛ`)이다.�  

원의 중심과 직선 x-y-2=0 사이의 거리를 dÁ이라 하면

dÁ=
|t-"Ã4-tÛ`-2| 
"Ã1Û`+(-1)Û`

= -t+2+"Ã4-tÛ` 
'2

 (∵ 0<t<2)

원 Ct가 직선 x-y-2=0에 접하므로 dÁ=t에서

-t+2+"Ã4-tÛ` 
'2

=t

(1+'2)t-2="Ã4-tÛ`

양변을 제곱하여 정리하면 
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		  t{(4+2'2)t-4(1+'2)}=0

		  2'2(1+'2)t-4(1+'2)=0 (∵ t>0)

		  t='2

ⓑ ‌�다음 그림과 같이 원 Ct가 점 (2, 0)을 지날 때 교점이 3개

이다. 

x

y

O 2

2

		‌�  원의 중심 (t, "Ã4-tÛ`)과 점 (2, 0) 사이의 거리를 dª라 하

면

		  dª‌�="Ã(t-2)Û`+(4-tÛ`)�  

='Ä-4t+8 

		  원 Ct가 점 (2, 0)을 지나므로 dª=t에서

		�  'Ä-4t+8 =t�  

-4t+8=tÛ`, tÛ`+4t-8=0 

		  ∴ t=-2+2'3 (∵ t>0)

Û t¾2일 때 

ⓐ ‌�다음 그림과 같이 원 Ct가 점 (2, 0)을 지날 때 교점이 3개

이다. 

x

y

O 2

2

		�  원 Ct가 y축에 접하므로 반지름의 길이가 t이고 중심이 직

선 x-y-2=0 위의 점이므로 Ct의 중심의 좌표는 �  

(t, t-2)이다. �  

Ct의 중심 (t, t-2)와 점 (2, 0) 사이의 거리를 d£이라 하면

		  d£‌�="Ã(t-2)Û`+(t-2)Û`�  

='2(t-2)

		  원 Ct가 점 (2, 0)을 지나므로 d£=t에서

		  '2(t-2)=t

		�  ('2-1)t=2'2  �    

∴ t=4+2'2 

ⓑ ‌�다음 그림과 같이 원 Ct가 원 x Û`+y Û`=4와 제1사분면에서 

접할 때 교점이 3개이다. 

x

y

O 2

2

		�  두 원이 접할 때 두 원의 중심 사이의 거리는 두 원의 반지

름의 길이의 합과 같고, 두 원의 중심의 좌표는 각각 �  

(0, 0), (t, t-2)이고 반지름의 길이가 각각 2, t인 원이므

로�  

"ÃtÛ`+(t-2)Û`=2+t, tÛ`-8t=0 

		  ∴ t=8 (∵ t>0)

Ú, Û에서 가능한 모든 t의 값의 합은 10+3'2+2'3이므로 

p=10, q=3, r=2 

∴ pqr=10_3_2=60 

답 60
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tan(a+b)= tan`a+tan`b
1-tan a tan b

tan(a-b)= tan`a-tan`b
1+tan a tan b

 

점 H가 원점, 직선 l을 y축이 되도록 좌표평면 위에 놓으면 두 점 

A, B의 좌표는 각각 

(5, 0), (13, 0)

두 점 A, B를 지나고 y축에 접하는 원의 중심을 점 C, 반지름의 

길이를 r라 하자. 

다음 그림과 같이 점 P의 y좌표가 원과 직선 l의 교점의 y좌표보

다 크거나 작으면 점 P는 원 밖의 점이므로 ∠APB의 크기를 비

교하면 hÁ<h, hª<h이다. 

P

PÁ

Pª

h

hÁ

hª 5 9 13

C

A B

r

r r

l

x

y

O

∠APB의 크기가 최대가 될 때, 점 P는 원과 y축의 접점이다. 

CAÓ=CBÓ=r이므로 점 C는 선분 AB의 수직이등분선 위의 점이

고 x좌표는 
5+13 

2 =9이다.

또, 원이 y축에 접하므로 r=9이다. 

즉, 원의 중심의 좌표를 (9, h)라 하면 CAÓ=9이므로 

"Ã(9-5)Û`+(h-0)Û`=9 

hÛ`=65  

∴ h='6�5 (∵ h>0)

따라서 구하는 선분 HP의 길이는 '6�5이다. 

답 '6�5 

다른 풀이 확장  

오른쪽 그림과 같이 ∠OPB=a, �

A B
h

xO

h
a
b

5 13

y

P
 

∠OPA=b, ∠APB=h, OPÓ=h라 하자. 

이때 h의 값이 최대이면 tan h의 값도 최

대이므로 

tan h=tan(a-b)

= tan a-tan b
1+tan a tan b

=
:Áh£:-;h%;

1+:Áh£:_;h%;

= 8

h+:¤h°:

확장
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이때 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

h+ 65
h ¾2¾̈h_ 65

h =2'6�5이므로

tan h= 8

h+:¤h°:
É 8

2¾¨h_:¤h°:
= 8

2'6�5
= 4

'6�5

따라서 tan h의 최댓값은 h= 65
h , 즉 h='6�5일 때 가지므로 구하

는 선분 HP의 길이는 '6�5이다.

056
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스튜어트 정리 

삼각형 ABC의 변 BC 위의 점 D에 대 A

B CD
a

b
c

d
m n

하여 세 변 BC, CA, AB의 길이를 각

각 a, b, c라 하고 BDÓ, CDÓ, ADÓ의 길

이를 각각 m, n, d라 하면 다음이 성

립한다. 

bÛ`m+cÛ`n=a(dÛ`+mn)  

원의 중심을 A(a, b)라 하자. 

점 A와 직선 lÁ: y=mx, 즉 mx-y=0 사이의 거리는

|ma-b| 
"ÃmÛ`+(-1)Û`

= |ma-b| 
"ÃmÛ`+1

점 A와 직선 lª: y= 1 
m  x, 즉 x-my=0 사이의 거리는 

|a-mb| 
"Ã1+(-m)Û`

= |a-mb| 
"Ã1+mÛ`

|ma-b| 
"ÃmÛ`+1

= |a-mb| 
"Ã1+mÛ`

이므로 

|ma-b|=|a-mb| (∵ "Ã1+mÛ` >0)

ma-b=Ñ(a-mb)

∴ a=b 또는 a=-b 

원의 중심 A가 제1사분면에 있으므로 a=b 

따라서 직선 OA의 방정식은 y=x이다. 

삼각형 OPQ가 OPÓ=OQÓ인 이등변삼각형이므로 선분 PQ의 수직

이등분선은 점 O를 지나고, 현의 성질에 의하여 선분 PQ의 수직

이등분선은 원의 중심 A를 지난다. 

즉, 직선 y=x는 선분 PQ

A
M

B

PR'

Q
R

y=x

x

y lÁ : y=mx

lª: y=   x1
m

O

의 수직이등분선이다. 

직선 PQ의 기울기는 -1

이므로 직선 PQ가 y축과 

만나는 점을 R'이라 하면 

두 삼각형 OPR', OQR에서

ORÓ=OÕR'Ó

∠OR'P=∠ORQ=45ù

삼각형 OPQ가 이등변삼각형이므로 

∠OPQ=∠OQP에서 ∠OPR'=∠OQR

∴ △OPR'ª△OQR (ASA 합동)

즉, QRÓ=PÕRÕ'Ó

또, 삼각형 OPQ의 넓이가 삼각형 OQR의 넓이의 2배이므로

PQÓ=2QRÓ=2RÕ'PÓ이고, 선분 PQ의 중점을 M이라 하면

RÕ'PÓ=PÕMÓ

확장

OÕR'Ó=a라 하면 삼각형 ORM이 직각이등변삼각형이므로 

OÕMÓ= a
'2

PÕMÓ=;2!; RÕ'MÓ= a
2'2

삼각형 R'OM에서 삼각형의 중선 정리에 의하여 참고

OÕR'Ó 
2
+OÕMÓ 

2
=2(OPÓ 

2
+PÕMÓ 

2
)

aÛ`+ aÛ`
2 =2{10+ aÛ`

8 }, aÛ`=16 

∴ a=4 (∵ a>0)

R'(0, 4), R(4, 0)이므로 R'RÓ를 1 : 3으로 내분하는 점 P의 좌표는 

{ 1_4+3_0
1+3 , 

1_0+3_4
1+3 }, 즉 (1, 3)

이고, 선분 R'R를 3 : 1로 내분하는 점 Q의 좌표는 

{ 3_4+1_0
3+1 , 

3_0+1_4
3+1 }, 즉 (3, 1)

직선 lÁ의 기울기는 m= 3-0
1-0 =3이고, 직선 lª의 기울기는

1
m =;3!;이다. 

직선 BQ는 원의 중심 A를 지나고 원의 접선 lª와 수직이므로 기

울기가 -3이다. 

즉, 점 Q(3, 1)을 지나는 직선 BQ의 방정식은 

y-1=-3(x-3)  

∴ y=-3x+10 

x축과 직선 BQ의 교점 B의 x좌표는 

0=-3x+10에서 x=:Á3¼:이므로

BRÓ=4-:Á3¼:=;3@;

따라서 삼각형 BQR의 넓이는 

;2!;_;3@;_1=;3!;

답 ;3!;

참고

중선 정리

삼각형 ABC의 변 BC의 중점을 M이라 하면 다 A

B M C

음 등식이 성립한다. 

ABÓ 
2
+ACÓ 

2
=2(AÕMÓ 

2
+BÕMÓ 

2
) 

다른 풀이 확장  

두 직선 y=mx, y= 1 
m  x가 y=x에 대하여 대칭이고 두 직선에 

각각 접하는 점 P, Q에서 원의 중심 A까지의 거리가 같으므로 점 

A는 직선 y=x 위의 점이다. 

두 점 P, Q의 중점을 M이라 할 때, 현 PQ의 수직이등분선은 원

의 중심 A와 중점 M을 지나므로 직선 PQ는 직선 AM과 수직이

다. 

y축과 만나는 점을 R'으로 하는 직선 PQ를 x+y-k=0이라 하면

ORÓ=OÕR'Ó=k, RÕR'Ó='2k � ⋯⋯ ㉠ 

또, 직선 PQ는 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 

RÕMÓ=RÕ'MÓ이고 PÕMÓ=QÕMÓ이므로 

RQÓ=RÕ'PÓ�  ⋯⋯ ㉡ 

세 점 P, Q, R가 한 직선 위에 있고 삼각형 OPQ의 넓이가 삼각

형 OQR의 넓이의 두배이므로 
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PQÓ=2QRÓ � ⋯⋯ ㉢ 

OPÓ='1�0이고

㉠, ㉡, ㉢에서 

PÕR'Ó=
'2 
4  k, PRÓ=

3'2 
4  k이므로 

삼각형 ORR'는 오른쪽 그림과 같다.�

O R

R'

P

k

k

4
2

k
23

4

스튜어트 정리에 의하여 

OÕR'Ó 
2
_PRÓ+ORÓ 

2
_PÕR'Ó

=PÕR'Ó 
2
_(OPÓ 

2
+PRÓ_PÕR'Ó) 

kÛ`_
3'2 
4 k+kÛ`_

'2 
4 k

='2k_[('1�0)Û`+{ 3'2 
4 k}_{ '2 

4 k}] 

'2kÜ`='2k{10+;8#;kÛ`}  

∴ k=4 (k>0) 

즉, 두 점 P, Q를 지나는 직선의 방정식은 x+y-4=0이다. 

RÕ'QÓ : QRÓ=3 : 1이고 R'의 좌표는 (0, 4), R의 좌표는 (4, 0)이

므로 점 Q의 좌표는 

{ 3_4+1_0 
3+1 , 

3_0+1_4 
3+1 }, 즉 (3, 1) 

두 직선 AQ, OQ는 서로 수직이므로 두 점 A, Q를 지나는 직선

의 방정식은 

y=-3(x-3)+1, 즉 y=-3x+10 

따라서 점 B의 좌표는 {:Á3¼:, 0}이므로 삼각형 BQR의 넓이는 

;2!;_{4-:Á3¼:}_1=;3!; 
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r
h

l

l=2pr_ h
360

중심이 O이고 반지름의 길이가 2인 원의 방정식은 xÛ`+yÛ`=4

이 원의 접선 l의 방정식을 y=-2라 하자.

점 P의 좌표를 (k, -2)라 하면 직선 OP의 방정식은 

y=- 2
k  x

점 Q의 좌표를 (a, b)라 하면 직선 OP가 점 Q를 지나므로 

b=- 2
k  a  

∴ k=- 2a
b � …… ㉠ 

OQÓ= 4
OPÓ

 이므로 

"ÃaÛ`+bÛ`= 4
"ÃkÛ`+(-2)Û`

aÛ`+bÛ`= 16
kÛ`+4

= 16

{- 2a
b }2`+4

= 4bÛ`
aÛ`+bÛ`

 (∵ ㉠)

(aÛ`+bÛ`)Û`=4bÛ` 

;2!;_(ORÓ-OBÓ)_(점 Q의 y좌표)

즉, aÛ`+bÛ`=-2b (∵ b<0)에서

aÛ`+(b+1)Û`=1 

따라서 점 Q(a, b)는 원 xÛ`+(y+1)Û`=1 위의 점이다. 

OPÓ="ÃkÛ`+(-2)Û`É4이므로 

kÛ`É12  

∴ -2'3ÉkÉ2'3 

원 xÛ`+(y+1)Û`=1의 중심을 C라 하고, 원점 O에서 직선 l에 내

린 수선의 발을 H라 하자.

k=2'3일 때, 직각삼각형 POH에서 HPÓ=2'3, OHÓ=2이므로 

∠POH=60ù 

l

PH

C2

4
O

Q

60

30

120
2 3

즉, 원 xÛ`+(y+1)Û`=1에 대하여 중심각과 원주각 사이의 관계에 

의하여 �  

∠QCH=120ù

따라서 0ÉkÉ2'3일 때 점 Q가 나타내는 도형은 중심각의 크기

가 120ù이고 반지름의 길이가 1인 호이고, 그 길이는

2p_1_ 120
360 =;3@;p

같은 방법으로 -2'3ÉkÉ0일 때도 점 Q가 나타내는 도형은 중

심각의 크기가 120ù이고 반지름의 길이가 1인 호이고, 그 길이는

;3@;p이다. 

따라서 -2'3ÉkÉ2'3일 때 점 Q가 나타내는 도형의 길이는

;3@;p+;3@;p=;3$;p

답 ;3$;p
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원 CÁ과 원의 중심이 같고 반지름의 길이가 t인 원을 원 C£이라  

할 때, 다음 그림과 같이 tÁ초 후 C£의 중심을 PÁ, tª초 후 원 C£의 

중심을 Pª라 하자. 

원점을 지나고 두 원에 각각 접하는 접선이 원과 만나는 점을 QÁ, 

Qª라 하면

PÁ

QÁ

Pª

Qª

O

∠OQÁPÁ=∠OQªPª=90ù이고, OÕPÁÓ : PÕÁQÁÓ=OÕPªÓ : PÕªQªÓ이므로 

∠PÁOQÁ=∠PªOQª
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따라서 원점을 지나고 C£에 접하는 접선이 원 C£과 만나는 점은 

한 직선 위에 있다.

t초 후의 원 CÁ의 중심을 C(a, b)라 하자. 

점 C는 직선 y= 1
'3

 x 위의 점이므로 b= 1
'3

 a

원점과 점 C까지의 거리는 2t이므로 "ÃaÛ`+bÛ`=2t에서

¾¨aÛ`+{ 1
'3

 a}2`=2t 

∴ a='3 t, b=t 

따라서 t초 후의 원 CÁ는 중심이 ('3 t, t)이고 반지름의 길이는 

t+1이다. � ⋯⋯ ㉠ 

다음 그림과 같이 초기 위치의 원 CÁ과 t초 후의 원 CÁ의 공통인 

접선을 l: y=mx+n이라 할 때 직선 l과 평행하고 원점 O를 지

나는 직선을 l'이라 하면 직선의 방정식은 l': y=mx 

t

1

1

CÁ

x

y
l l'

C

y= x1-
3

O

이때 직선 l은 원점과의 거리가 1이고 ㉠에서 직선 l과 점 C 사이

의 거리가 t+1이므로 직선 l': mx-y=0과 점 C('3 t, t) 사이

의 거리는 t이다. 

따라서 

|m_'3 t-t| 
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=t, 즉 m(m-'3)=0 

이때 두 직선 l, l' 사이의 거리는 1이므로 

Ú ‌�m=0일 때�  

l'의 직선의 방정식은 y=0�  

따라서 l의 직선의 방정식은 y=-1 

Û ‌�m='3일 때�  

l'의 직선의 방정식은 y='3x�  

이때 l의 직선의 방정식이 y='3x+n이면�  

'3x-y+n=0과 원점 사이의 거리가 1이므로 

|n| 
¿¹('3)Û`+(-1)Û`

=1, 즉 n=2 

Ú, Û에서 원 CÁ은 두 직선 y='3x+2와 y=-1에 동시에 접하

며 움직인다. 

원 CÁ이 움직이는 영역과 원 Cª가 만나지 않도록 원의 중심 �  

(3, a)와 두 직선 사이의 거리가 반지름의 길이 1보다 커야 한다. 

Ü ‌�직선 y='3x+2, 즉 '3x-y+2=0과 원 Cª가 만나지 않는 

경우 

|3'3-a+2| 
¿·('3)Û`+(-1)Û`

>1이므로 

|a-(2+3'3)|>2 

∴ a>4+3'3 또는 a<3'3

이때 원 CÁ이 움직이는 영역과 원 Cª가 만나지 않도록 하는 a

의 값의 범위는�  

a>4+3'3 

Ý ‌�직선 y=-1과 원 Cª가 만나지 않는 경우�  

|a+1|>1

∴ a>0 또는 a<-2 

이때 원 CÁ이 움직이는 영역과 원 Cª가 만나지 않도록 하는 a

의 값의 범위는 �  

a<-2 

Ü, Ý에서 조건을 만족시키는 a의 값의 범위는

a<-2 또는 a>4+3'3

답 a<-2 또는 a>4+3'3 

다른 풀이 확장  

두 점 (3, a), ('3 t, t) 사이의 거리가 두 1 t+1

(3, a)

( 3 t, t)

 

원의 반지름의 길이의 합보다 커야 하므로 

¿¹('3 t-3)Û`+(t-a)Û` >(t+1)+1 

3tÛ`-(2a+6'3+4)t+aÛ`+5>0 

이차방정식 

y=3tÛ`-(2a+6'3+4)t+aÛ`+5 (t¾0)� ⋯⋯ ㉡ 

이 모든 t에 대하여 y>0이므로 

Ú 
a+3'3+2 

3 <0, 즉 a<-3'3-2일 때�

O t

y

aÛ`+5>0 �  

∴ a<-3'3-2

Û 
a+3'3+2 

3 ¾0, 즉 a¾-3'3-2일 때�

O

y

t

이차방정식 ㉡의 판별식을 D라 하면

D 
4 =(a+3'3+2)Û`-3(aÛ`+5)�  

	 =-2(a+2){a-(4+3'3)}<0 �  

∴ -3'3-2Éa<-2 또는 a>4+3'3 

Ú, Û에서 a<-2 또는 a>4+3'3
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도형의 이동
Ⅰ. 도형의 방정식

001 

주어진 평행이동은 x축의 방향으로 4만큼, y축의 방향으로 -7만

큼 옮기는 평행이동이므로 이 평행이동에 의하여 점 (a, b)를 평

행이동하면 

(a+4, b-7)

즉, a+4=4b-1, b-7=a-8이므로 

a-4b=-5, a-b=1

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=3, b=2 

∴ a+b=3+2=5 

답 ⑤ 

002 

점 A(-3, -2)를 x축의 방향으로 a만큼 평행이동한 점은 

B(-3+a, -2)

점 B가 포물선 y=2(x+2)Û`-4 위의 점이므로 

-2=2(-3+a+2)Û`-4 

(a-1)Û`=1, a-1=Ñ1  

∴ a=2 (∵ a>0)

점 B(-1, -2)를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 b만큼 

평행이동한 점은 

C(-1+1, -2+b), 즉 C(0, -2+b)

점 C가 포물선 y=2(x+2)Û`-4 위의 점이므로 

-2+b=2_(0+2)Û`-4    ∴ b=6 

∴ b-a=6-2=4 

답 4 

003

직선 y=mx+n을 x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 -2 

만큼 평행이동한 직선의 방정식은 

y-(-2)=m(x-3)+n    ∴ y=mx-3m+n-2 

이 직선이 직선 y=-;2!;x+1과 수직이므로 

m_{-;2!;}=-1    ∴ m=2 

직선 y=2x+n-8이 직선 y=-;2!;x+1과 x축 위에서 만나므로 

8-n
2 =2    ∴ n=4 

∴ mn=2_4=8 

답 ③ 

다른 풀이

직선 y=-;2!;x+1과 x축 위의 점에서 수직으로 만나는 직선의 

방정식은 

y=2(x-2)    ∴ y=2x-4 

이 직선을 x축의 방향으로 -3만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행

기울기가 2이고 점 (2, 0)을 지나는 직선

이동한 직선의 방정식은

y-2=2{x-(-3)}-4    ∴ y=2x+4 

이 직선이 y=mx+n과 일치하므로 m=2, n=4

∴ mn=2_4=8 

004

점 A(2, -5)를 x축의 방향으로 -1만큼, y축의 방향으로 3만큼 

평행이동한 점은

B(2-1, -5+3), 즉 B(1, -2)

직선 AB의 방정식은 

y-(-5)=
-2-(-5)

1-2 (x-2)    ∴ y=-3x+1

직선 AB를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이

동한 직선 l의 방정식은 

y-2=-3(x-1)+1    ∴ y=-3x+6

따라서 직선 l의 x절편은 2, y절편은 6이므로 구하는 넓이는 

;2!;_2_6=6 

답 6 

다른 풀이

점 B는 점 A(2, -5)를 x축의 방향으로 -1만

A(2, -5)-1

3

B
큼, y축의 방향으로 3만큼 평행이동한 점이므로 

직선 AB의 기울기는 
3 

-1 =-3이다. 

직선 AB의 방정식은 

y-(-5)=-3(x-2)    ∴ y=-3x+1 

직선 AB를 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이

동한 직선 l의 방정식은 

y-2=-3(x-1)+1    ∴ y=-3x+6 

따라서 직선 l의 x절편은 2, y절편은 6이므로 구하는 넓이는 

;2!;_2_6=6 

005 

포물선 y=xÛ`+2x의 그래프를 x축의 방향으로 p만큼, y축의 방

향으로 q만큼 평행이동한 포물선의 방정식은 

y-q=(x-p)Û`+2(x-p)

∴ y=xÛ`-2(p-1)x+pÛ`-2p+q 

이 포물선이 직선 y=2x와 서로 다른 두 점에서 만나므로 x에 대

한 이차방정식 xÛ`-2(p-1)x+pÛ`-2p+q=2x, 즉 �  

xÛ`-2px+pÛ`-2p+q=0의 판별식을 D라 하면

D
4 =(-p)Û`-(pÛ`-2p+q)>0 

2p-q>0    ∴ q<2p 

따라서 p, q의 값이 될 수 없는 것은 ②이다. 

답 ② 

006

원 (x+1)Û`+(y+2)Û`=9의 중심의 좌표는 (-1, -2)이고 반지

름의 길이는 3이므로 이 원을 x축의 방향으로 m만큼, y축의 방향

으로 n만큼 평행이동한 원 C의 중심의 좌표는 �  
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(-1+m, -2+n)이고 반지름의 길이는 3이다. 

원 C의 중심이 제1사분면 위에 있고 x축과 y축에 동시에 접하려

면 중심의 좌표가 (3, 3)이어야 하므로 

-1+m=3, -2+n=3    ∴ m=4, n=5

∴ m+n=4+5=9 

답 9 

007

xÛ`+yÛ`-6x+4y=0에서 

(x-3)Û`+(y+2)Û`=13 참고

이 원을 x축의 방향으로 m만큼, y축의 방향으로 n만큼 평행이동

한 원 (x-m-3)Û`+(y-n+2)Û`=13이 원 xÛ`+yÛ`=13과 일치한

다고 하면 

-m-3=0, -n+2=0    ∴ m=-3, n=2 

xÛ`+yÛ`+4x-10y-12=0에서

(x+2)Û`+(y-5)Û`=41 

이 원을 x축의 방향으로 -3만큼, y축의 방향으로 2만큼 평행이

동한 원의 방정식은

{x-(-3)+2}Û`+(y-2-5)Û`=41  `∴ (x+5)Û`+(y-7)Û`=41 

따라서 옮겨지는 원의 중심 (-5, 7)과 원점 사이의 거리는 

"Ã(-5)Û`+7Û`='7�4
답 ④

참고  

원을 평행이동하면 중심은 이동하고 반지름의 길이는 변하지 않는다. 

따라서 원을 평행이동한 도형의 방정식을 구할 때는 원의 방정식을�

(x-a)Û`+(y-b)Û`=rÛ`의 꼴로 변형하면 편리하다.

다른 풀이

원 xÛ`+yÛ`-6x+4y=0, 즉 (x-3)Û`+(y+2)Û`=13의 중심은 �  

(3, -2)이고, 원 xÛ`+yÛ`=13의 중심은 (0, 0)이므로 주어진 평

행이동은 x축의 방향으로 -3만큼, y축의 방향으로 2만큼 옮기는 

평행이동이다. 

따라서 같은 평행이동에 의하여 원 xÛ`+yÛ`+4x-10y-12=0, 즉 

(x+2) Û`+(y-5) Û`=41의 중심 (-2, 5)를 옮기면 점 (-5, 7)

이므로 옮겨지는 원의 중심과 원점 사이의 거리는 

"Ã(-5)Û`+7Û`='7�4 

008

점 (a, b)를 y축에 대하여 대칭이동한 점의 좌표는 

(-a, b)

이 점이 제1사분면 위의 점이므로 

-a>0, b>0    ∴ a<0, b>0 

점 (ab, a+b)를 직선 y=-x에 대하여 대칭이동한 점의 좌표는 

(-(a+b), -ab)

점 (-(a+b), -ab)를 x축에 대하여 대칭이동한 점의 좌표는 

(-(a+b), ab)

a<0, b>0이고 |a|>|b|이므로 

-(a+b)>0, ab<0

따라서 점 (-(a+b), ab)는 제4사분면 위의 점이다. 

답 제 4 사분면 

-a>b이므로 a+b<0    ∴ -(a+b)>0

009 

주어진 규칙에 따라 점 Pª, P£, P¢, ⋯ 을 구하면 

PÁ(3, 2) → Pª(2, 3) → P£(2, -3) → P¢(-2, -3) �  

→ P°(-3, -2) → P¤(-3, 2) → P¦(3, 2) → P¥(2, 3) → ⋯ 

이므로 Pn=Pn+6 

이때 50=6_8+2이므로 점 P°¼의 좌표는 점 Pª의 좌표와 같다. 

따라서 P°¼(2, 3)이므로 x°¼=2, y°¼=3 

∴ 10x°¼+y°¼=10_2+3=23 

답 23 

010

직선 (3k+2)x+(k-4)y+14=0을 직선 y=x에 대하여 대칭

이동한 직선의 방정식은 

(k-4)x+(3k+2)y+14=0 

이 직선이 실수 k의 값에 관계없이 항상 원 (x-a)Û̀ +(y-b)Û̀ =8

의 넓이를 이등분하려면 실수 k의 값에 관계없이 항상 원의 중심 � 

(a, b)를 지나야 하므로 

(k-4)a+(3k+2)b+14=0 

∴ (a+3b)k+(-4a+2b+14)=0 

위의 식이 k에 대한 항등식이므로 

a+3b=0, -4a+2b+14=0 

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=3, b=-1 

∴ ab=3_(-1)=-3 

답 ① 

011 

포물선 y=xÛ`-4x+k를 x축에 대하여 대칭이동한 포물선의 방정

식은 

-y=xÛ`-4x+k    ∴ y=-xÛ`+4x-k

이 포물선을 y축에 대하여 대칭이동한 포물선의 방정식은 

y=-(-x)Û`+4(-x)-k

∴ y=-xÛ`-4x-k 참고

이 포물선이 직선 y=-2x+3과 접하므로 이차방정식�  

-xÛ`-4x-k=-2x+3, 즉 xÛ`+2x+k+3=0의 판별식을 D라 

하면

D
4 =1Û`-(k+3)=0    ∴ k=-2 

답 ② 

참고  

포물선 y=xÛ`-4x+k를 x축에 대하여 대칭이동한 후 y축에 대하여 대칭

이동한 것은 포물선 y=xÛ`-4x+k를 원점에 대하여 대칭이동한 것과 일

치한다. 

012 

원 CÁ의 중심 (3, -1)을 직선 y=-x에 대하여 대칭이동한 후 x

축의 방향으로 k만큼 평행이동한 점의 좌표는 

(1+k, -3)

이므로 원 Cª는 중심이 (1+k, -3)이고 반지름의 길이가 3인 원

이다. 

(1, -3)
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두 원 CÁ, Cª의 중심을 각각 OÁ, Oª라 CÁ CªA

H

3
2

B

OªOÁ

 

하고, 두 선분 AB, OÁOª의 교점을 H

라 하면 AÕHÓ=2, OÕÁAÓ=3이므로 삼각

형 AOÁH에서 �  

OÕÁHÓ="Ã3Û`-2Û`='5 
OÕÁOªÓ=2 OÕÁHÓ=2'5 이므로 

"Ã(1+k-3)Û`+{-3-(-1)}Û`=2'5 
위의 등식의 양변을 제곱하면 

(k-2)Û`+4=20, (k-2)Û`=16

k-2=Ñ4    ∴ k=6 (∵ k>0)

답 6 

013 

방정식 f(-x, y-1)=0이 나타내는 도형은 방정식 f(x, y)=0

이 나타내는 도형을 y축에 대하여 대칭이동한 후 y축의 방향으로 

1만큼 평행이동한 것이므로 ④이다. 

답 ④ 

참고  

1

1O x

y

y축에

대하여
1114!Ú
대칭이동

1

-1 O x

y
y축의 

방향으로
1114!Ú

1만큼

평행이동

1

2

-1 O x

y

014 

포물선 y=xÛ`-4x+1=(x-2)Û`-3의 꼭짓점의 좌표는 

(2, -3)

포물선 y=-xÛ`+8x-15=-(x-4)Û`+1의 꼭짓점의 좌표는 

(4, 1)

두 포물선의 꼭짓점이 점 (a, b)에 대하여 대칭이므로 

a= 2+4
2 =3, b= -3+1

2 =-1

∴ a+b=3+(-1)=2 

답 ① 

다른 풀이

y=xÛ`-4x+1에 x 대신 2a-x, y 대신 2b-y를 대입하면 

2b-y=(2a-x)Û`-4(2a-x)+1 

∴ y=-xÛ`+4(a-1)x-4aÛ`+8a+2b-1 

이 식이 y=-xÛ`+8x-15와 일치하므로 

4(a-1)=8, -4aÛ`+8a+2b-1=-15 

위의 두 식을 연립하여 풀면 a=3, b=-1 

∴ a+b=3+(-1)=2

015 

B(a, b)라 하면 선분 AB의 중점 { -2+a
2 , 

2+b
2 }가 직선 

2x-y+1=0 위에 있으므로 

2_ -2+a
2 - 2+b

2 +1=0 

∴ 2a-b=4� …… ㉠ 

직선 AB가 직선 2x-y+1=0, 즉 y=2x+1과 수직이므로

b-2 
a-(-2)

=-;2!;  

∴ a+2b=2 � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=2, b=0 

∴ B(2, 0)

따라서 삼각형 OAB의 넓이는 

;2!;_2_2=2 

답 2 

다른 풀이

서로 수직인 선분 AB와 직선 2x-y+1=0의 교점을 H라 하면 

점 H는 점 A(-2, 2)에서 직선 2x-y+1=0에 내린 수선의 발

과 같으므로 

AHÓ= |2_(-2)-2+1|
"Ã2Û`+(-1)Û`

='5 

이때 교점 H는 선분 AB의 중점과 같으므로 

ABÓ=2AHÓ=2'5
직선 AB는 직선 2x-y+1=0에 수직이고 점 A를 지나는 직선

이므로 그 방정식은 

y-2=-;2!;{x-(-2)}  

∴ x+2y-2=0 

원점과 직선 AB 사이의 거리 d는 

d= |-2|
"Ã1Û`+2Û`

= 2'5
5

따라서 삼각형 OAB의 넓이는 

;2!;_ABÓ_d=;2!;_2'5_ 2'5
5 =2 

016 

xÛ`+yÛ`-8x+6y+16=0에서 

(x-4)Û`+(y+3)Û`=9 

이 원의 중심 (4, -3)을 직선 x-y-1=0에 대하여 대칭이동한 

점의 좌표가 (p, q)이다. 

두 점 (4, -3), (p, q)를 이은 선분의 중점 { 4+p
2 , 

-3+q
2 }가 

직선 x-y-1=0 위에 있으므로

4+p
2 -

-3+q
2 -1=0    ∴ p-q=-5� …… ㉠ 

두 점 (4, -3), (p, q)를 지나는 직선이 직선 x-y-1=0, 즉 

y=x-1과 수직이므로

q-(-3)
p-4 =-1    ∴ p+q=1� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 p=-2, q=3 

원의 반지름의 길이는 변하지 않으므로 k=9 

∴ 2p+q+k=2_(-2)+3+9=8

답 8 

 
017 

점 A(2, 3)을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점을 A'이라 하면  

A'(3, 2)
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점 B(-3, 1)을 x축에 대하여 대칭이동한 점을 B'이라 하면 

B'(-3, -1)

y

xO

A'

B'

A

B

C

D

y=x

위의 그림에서 ADÓ=AÕ'DÓ, BCÓ=BÕ'CÓ이므로 

ADÓ+CDÓ+BCÓ‌�=AÕ'DÓ+CDÓ+BÕ'CÓ�  

¾AÕ'B'Ó�  

="Ã(-3-3)Û`+(-1-2)Û`�  

=3'5 
따라서 ADÓ+CDÓ+BCÓ‌ 의 최솟값은 3'5 이다. 

답 ④ 

018 

점 A(-4, 2)를 x축에 대하여 대칭이동한 점을 A'이라 하면

A'(-4, -2)

-2
A'

(x-4)2+(y-4)2=4

-4

2A
P Q

C

O

y

x

APÓ=AÕ'PÓ이므로 

APÓ+PQÓ=AÕ'PÓ+PQÓ¾AÕ'QÓ 

원 (x-4)Û`+(y-4)Û`=4의 중심을 C(4, 4)라 하면 AÕ'QÓ는 점 Q

가 AÕ'CÓ 위에 있을 때 최소이므로 

AÕ'QÓ¾AÕ'CÓ-2

="Ã{4-(-4)}Û`+{4-(-2)}Û` -2

=10-2=8 

따라서 APÓ+PQÓ의 최솟값은 8이다. 

답 8 

019 

점 P가 원점에서 출발하여 x축의 방향으로 a번, y축의 방향으로 

b번 이동하여 모두 n번을 이동하였다고 하면 

P(a, b) (단, a+b=n)

점 P(a, b)가 원 (x-5)Û`+(y-6)Û`=18 위에 있으므로

(a-5)Û`+(b-6)Û`=18 

a, b가 자연수이므로 

(a-5)Û`=9, (b-6)Û`=9 

a-5=Ñ3, b-6=Ñ3 

∴ a=2 또는 a=8, b=3 또는 b=9 

따라서 n은 a=8, b=9일 때 최댓값 17을 갖는다. 

답 17 

020 

점 (-1, 2)를 점 (4, -2)로 옮기는 평행이동은 x축의 방향으로 

5만큼, y축의 방향으로 -4만큼 평행이동한 것이다.

이 평행이동에 의하여 직선 x-y+13=0이 옮겨지는 직선 l의 

방정식은 

x-5-{y-(-4)}+13=0  

∴ x-y+4=0 � …… ㉠ 

xÛ`+yÛ`+2ax-2y+6=0에서 

(x+a)Û`+(y-1)Û`=aÛ`-5 

xÛ`+yÛ`-4x-4by+15=0에서 

(x-2)Û`+(y-2b)Û`=4bÛ`-11 

직선 ㉠이 두 원의 넓이를 동시에 이등분하므로 직선 ㉠은 두 원

의 중심 (-a, 1), (2, 2b)를 지난다. 

-a-1+4=0에서 a=3 

2-2b+4=0에서 b=3 

∴ a+b=3+3=6 

답 ① 

021

함수 y=|x|의 그래프를 x축의 방향으로 p만큼 평행이동한 그래

프의 식은 

lÁ : y=|x-p| 

함수 y=|x|의 그래프를 y축의 방향으로 q만큼 평행이동한 그래

프의 식은 

lª : y=|x|+q 

q

p x

y

O 2

lª

lÁy=|x|

A

B

두 직선 y=x, y=-(x-p)의 교점 A의 x좌표는

x=-(x-p)에서 x=;2P;

∴ A{;2P;, ;2P;}

두 직선 y=x+q, y=-(x-p)의 교점 B의 x좌표는

x+q=-(x-p)에서 x=
p-q

2

∴ B{ p-q
2 , 

p+q
2 }

ABÓ='2이므로

¾¨{ p-q
2 -

p
2 }2`+{

p+q
2 -

p
2 }2` ='2

q
'2

='2  

∴ q=2 

이때 점 B의 x좌표가 2이므로 

p-2
2 =2  

∴ p=6 

∴ 
p
q =;2^;=3 

답 3 
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022

다음 그림의 빗금친 두 부분의 넓이가 같으므로 두 점 A, B 사이

의 포물선과 두 선분 AC, BD 및 두 점 C, D 사이의 포물선으로 

둘러싸인 색칠된 부분의 넓이는 사각형 ABDC의 넓이와 같다. 

y=f(x)

y=2x+1y=x2+1

O

A

B
C

D

x

y

직선 y=2x+1이 y=xÛ`+1의 그래프와 만나는 점의 x좌표는

2x+1=xÛ`+1에서 

xÛ`-2x=0

x(x-2)=0 

∴ x=0 또는 x=2 

A(2, 5), B(0, 1)이라 하면 두 점 A, B를 각각 x축의 방향으로 

4만큼, y축의 방향으로 -6만큼 평행이동한 두 점 C, D의 좌표는 

C(6, -1), D(4, -5)

이때 선분 CD는 선분 AB를 평행이동한 것이므로 

ABÓ∥CDÓ

ABÓ=CDÓ 

즉, 사각형 ABDC는 평행사변형이다. 

평행사변형 ABDC의 밑변을 선분 AB로 생각하면 높이는 점 D

와 직선 y=2x+1, 즉 2x-y+1=0 사이의 거리와 같으므로 

|2_4-(-5)+1|
"Ã2Û`+(-1)Û`

= 14
'5

 

이때 ABÓ="Ã(0-2)Û`+(1-5)Û`=2'5 이므로 구하는 넓이는 

2'5_ 14
'5

=28 

답 28 

023

두 원 C, C'의 중심을 각각 A, A'이라 하자. 

조건 ㈏에서 원 C의 중심 A(1, 0)과 직선 4x-3y+21=0 사이

의 거리가 반지름의 길이인 r와 같아야 하므로

r= |4_1-3_0+21| 
"Ã4Û`+(-3)Û`

=5 

원 C'의 방정식은 

(x-a-1)Û`+(y-b)Û`=25 

조건 ㈎에서 원 C'이 점 A(1, 0)을 지나므로 

(1-a-1)Û`+(0-b)Û`=25 

∴ aÛ`+bÛ`=25� …… ㉠ 

직선 4x-3y+21=0을 l이라 하고 두 점

A x

y

O

A'

C

C'

l

H

H'

 

A, A'에서 직선 l에 내린 수선의 발을 각

각 H, H'이라 하면 AÕHÓ=AÕ'H'Ó이고 �  

AÕHÓ⊥l, AÕ'H'Ó⊥l이므로 직선 AA'은 직선 

l과 평행하다. 

직선 l의 기울기는 ;3$;이므로 

b-0 
(1+a)-1

=;3$;

∴ b=;3$;a � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=3, b=4 (∵ a>0, b>0)

∴ a+b+r=3+4+5=12 

답 12 

024 

원 CÁ의 중심이 (0, 0)이므로 원 Cª의 중심의 좌표는 (a, 0), 원 

C£의 중심의 좌표는 (b, c)이고, 세 원 CÁ, Cª, C£의 반지름의 길

이는 모두 3이다. 

(b, c)

(a, 0)(0, 0)
3

Cª

C£

CÁ

이때 세 원 CÁ, Cª, C£이 모두 서로 외접하므로 세 원 중 어느 두 

원에 대해서도 

(두 원의 중심 사이의 거리)=(두 원의 반지름의 길이의 합)

이 성립한다. 

두 원 CÁ, Cª가 서로 외접하므로 

|a|=6 � …… ㉠ 

두 원 Cª, C£이 서로 외접하므로 

"Ã(b-a)Û`+cÛ`=6  

∴ (b-a)Û`+cÛ`=36� …… ㉡ 

두 원 C£, CÁ이 서로 외접하므로 

"ÃbÛ`+cÛ`=6  

∴ bÛ`+cÛ`=36� …… ㉢ 

㉠, ㉡, ㉢을 연립하여 풀면 

a=6, b=3, c=Ñ3'3 또는 a=-6, b=-3, c=Ñ3'3 

∴ { ab 
c }2`=

aÛ`bÛ` 
cÛ`

= 36_9 
27 =12

답 12 

025

xÛ`+yÛ`-8x-12y+42=0에서 

(x-4)Û`+(y-6)Û`=10 다른 풀이

이므로 삼각형 O'A'B'의 외접원의 중심의 좌표는 (4, 6)이고, 반

지름의 길이는 '1�0이다. 

x

y

O

x2+y2-8x-12y+42=0

A

A'

B

B'

6

O'
a

이때 삼각형 OAB가 직각삼각형이므로 삼각형 O'A'B'도 직각삼

각형이고, 선분 A'B'이 외접원의 지름이므로 

AÕ'B'Ó=2'1�0 

040     정답과 풀이
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이때 ABÓ=AÕ'B'Ó에서

"Ã(a-0)Û`+(0-6)Û`=2'1�0
위의 등식의 양변을 제곱하면

aÛ`+36=40, aÛ`=4

∴ a=2 (∵ a>0)

선분 AB의 중점이 삼각형 OAB의 외접원의 중심이므로 그 좌표는 

{ 2+0
2 , 

0+6 
2 }, 즉 (1, 3)

즉, x축의 방향으로 3만큼, y축의 방향으로 3만큼 평행이동한 것

이므로 같은 평행이동에 의하여 점 A가 옮겨지는 점 A'의 좌표는 

(2+3, 0+3), 즉 (5, 3)

답 (5, 3)

다른 풀이

삼각형 OAB를 x축의 방향으로 p만큼, y축의 방향으로 q만큼 이

동하여 삼각형 O'A'B'을 얻었다고 하면 세 점 O', A', B'의 좌표

는 

O'(p, q), A'(a+p, q), B'(p, 6+q)

세 점 O', A', B'이 모두 삼각형 O'A'B'의 외접원 위에 있으므로 

(p-4)Û`+(q-6)Û`=10 

(a+p-4)Û`+(q-6)Û`=10 

(p-4)Û`+(6+q-6)Û`=10 

위의 세 식을 연립하여 풀면 

a=2, p=3, q=3 (∵ a>0)

따라서 점 A'의 좌표는 

(5, 3)

026

선분 PQ의 중점을 M이라 하면 삼각형 APQ의 무게중심이 원점 

O이므로 

AOÓ : OÕMÓ=2 : 1 

즉, 직선 y=;2!;x 위의 점 M의 좌표는�

M

C

2
4

AP

Q

-2

-1
x

y

O

 

(-2, -1)이다. 

점 P를 점 M에 대하여 대칭이동한 점이 Q이

므로 점 Q는 원 C를 점 M에 대하여 대칭이

동한 원 위의 점이다. 

이때 △APQ=2△APM이므로 삼각형 �

APM의 넓이가 최대일 때 삼각형 APQ의 넓이도 최대이고, 삼

각형 APM의 넓이가 최소일 때 삼각형 APQ의 넓이도 최소이

다. 

원 C의 중심 (-5, 4)와 직선 y=;2!;x, 즉 x-2y=0 사이의 거리

는 

|-5-2_4| 
"Ã1Û`+(-2)Û`

= 13 
'5

원 C의 반지름의 길이는 2이므로 원 C 위의 점과 직선 y=;2!;x 사

이의 거리의 최댓값과 최솟값은 각각 

13 
'5

+2, 13 
'5

-2 

이때 AÕMÓ="Ã{4-(-2)}Û`+{2-(-1)}Û`=3'5 이므로 

삼각형 APQ의 넓이의 최댓값은 

M=2_[;2!;_3'5_{ 13 
'5

+2}]=39+6'5 

이고, 최솟값은 

m=2_[;2!;_3'5_{ 13 
'5

-2}]=39-6'5 

∴ M+m=(39+6'5)+(39-6'5)=78 

답 78 

027 

직선 3x-y+5=0을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 직선의 방

정식은 

3y-x+5=0 

이 직선을 x축에 대하여 대칭이동한 직선 l의 방정식은 

-3y-x+5=0  

∴ x+3y-5=0 

이때 원 (x+2k)Û`+(x-k)Û`=kÛ`이 직선 l에 대하여 대칭이려면 

원의 중심 (-2k, k)가 직선 l 위의 점이어야 하므로 

-2k+3k-5=0  

∴ k=5 

답 ⑤ 

028

두 점 A(3, a), B(1, 5)를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점의 

좌표는 각각

A'(a, 3), B'(5, 1)

x

y

O

A(3, a)

A'(a, 3)

B(1, 5)

B'(5, 1)

P

y=x

두 직선 AA', BB'은 각각 직선 y=x와 서로 수직이므로 두 직선 

AA', BB'은 서로 평행하다. 

즉, 삼각형 PAA'과 삼각형 PBB'은 서로 닮음이다. 

삼각형 PAA'과 사각형 ABB'A'의 넓이의 비가 1 : 8이므로 

△PAA' : △PBB'=1 : 9 

이고, 두 삼각형 PAA', PBB'의 닮음비는 1 : 3이다. 다른 풀이

∴ AÕA'Ó : BÕB'Ó=1 : 3 

AÕA'Ó="Ã(a-3)Û`+(3-a)Û`='2(a-3) (∵ a>3)

BÕB'Ó="Ã(5-1)Û`+(1-5)Û`=4'2 
따라서 AÕA'Ó : BÕB'Ó=1 : 3에서 

'2(a-3) : 4'2=1 : 3

3'2(a-3)=4'2  

∴ a=:Á3£: 

답 :Á3£:

다른 풀이

PAÓ : PBÓ=1 : 3이므로 

PAÓ : ABÓ=1 : 2 

즉, 점 A는 선분 PB를 1 : 2로 내분하는 점이므로 직선 y=x 위
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의 점 P의 좌표를 (t, t)라 하면

1_1+2_t 
1+2 =3, 1_5+2_t 

1+2 =a 

∴ t=4, a=:Á3£: 

029 

T= b-c 
a-d  는 두 점 (d, c), (a, b)를 지나는 직선의 기울기와 

같다. 

이때 점 (d, c)는 점 Q(c, d)를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 

점과 같고, 점 Q가 원 xÛ`+yÛ`-6x+8y+21=0 위의 점이므로 점 

(d, c)는 원 xÛ`+yÛ`-6x+8y+21=0을 직선 y=x에 대하여 대

칭이동한 원 위의 점이다. 

xÛ`+yÛ`-6x+8y+21=0에서 

(x-3)Û`+(y+4)Û`=4 

이 원을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 원의 방정식은 

(x+4)Û`+(y-3)Û`=4 

두 점 (d, c), (a, b)를 지나는 직선의 기울기는 다음 그림과 같

이 직선이 두 원의 중심 (3, -4), (-4, 3)을 이은 선분의 중점

{-;2!;, -;2!;}을 지나며 두 원에 동시에 접할 때 최댓값 또는 최솟

값을 갖는다. 

y=x

x

y

O 3

3

-4

-4

점 {-;2!;, -;2!;}을 지나는 직선의 기울기를 m라 하면 이 방정식은

y-{-;2!;}=m[x-{-;2!;}]  

∴ 2mx-2y+m-1=0

이 직선이 원 (x-3)Û`+(y+4)Û`=4에 접하려면 원의 중심 `

(3, -4)와 직선 2mx-2y+m-1=0 사이의 거리가 원의 반지

름의 길이 2와 같아야 하므로

|7m+7| 
"Ã(2m)Û`+(-2)Û`

=2

|7m+7|=2"Ã4mÛ`+4

위의 등식의 양변을 제곱하면

49mÛ`+98m+49=16mÛ`+16

33mÛ`+98m+33=0 

이때 T의 최댓값과 최솟값은 위의 이차방정식의 두 근이므로 이

차방정식의 근과 계수의 관계에 의하여 최댓값과 최솟값의 합은 

-;3(3*;이다. 

답 ① 

030

원 (x-5)Û`+(y-5)Û`=4 위의 점 P의 좌표를 (a, b)라 하면 점 

P를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점 Q의 좌표는 (b, a)이다. 

두 점 P, Q에서 x축에 내린 수선의 발 P', Q'의 좌표는 각각

P'(a, 0), Q' (b, 0)

PÕP'Ó=b, QÕQ'Ó=a이므로 참고

PÕP'Ó+QÕQ'Ó=a+b 

a+b=k (k>0)라 하면 

b=-a+k 

이때 점 (a, b)는 직선 y=-x+k 위에 있으므로 점 P는 원�  

(x-5)Û`+(y-5)Û`=4와 직선 y=-x+k의 교점이다. 

직선과 원이 만나면서 k의 값, 즉 y절편이 최대이려면 직선과 원

이 접해야 하므로 원의 중심 (5, 5)와 직선 y=-x+k, 즉�  

x+y-k=0 사이의 거리는 원의 반지름의 길이 2와 같아야 한

다. 

즉, 
|5+5-k| 
"Ã1Û`+1Û` 

=2에서 

|10-k|=2'2, 10-k=Ñ2'2
∴ k=10-2'2 또는 k=10+2'2 
k의 값이 최대이어야 하므로

k=10+2'2 
따라서 PÕP'Ó+QÕQ'Ó의 최댓값은 10+2'2이므로 

m=10, n=2 

∴ mn=10_2=20 

답 20

참고  

원 (x-5)Û`+(y-5)Û`=4가 제1사분면에 존재

x

y

O

Q

P

P'Q'5

5

y=x

하므로 

a>0, b>0 

∴ PÕP'Ó=|b|=b, QÕQ'Ó=|a|=a 

031 

네 점 A, B, C, D를 y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 네 점을 

각각 AÁ, BÁ, CÁ, DÁ이라 하자. 

y

A

B C

D

AÁ

BÁ CÁ

DÁ

직사각형 AÁBÁCÁDÁ은 직사각형 ABCD를 y축의 방향으로 2만큼 

평행이동한 도형이므로 두 직사각형 ABCD, AÁBÁCÁDÁ은 위의 

그림과 같다. 

이때 제1사분면 위의 점 D의 좌표를 (a, b) (a>0, b>0)라 하면 

A(-a, b), B(-a, -b), C(a, -b)

점 BÁ은 점 B를 y축의 방향으로 2만큼 평행이동한 점이므로 

ADÓ=2a, AÕBÁÓ=2b-2 

조건 ㈎에서 직사각형 AÁBÁCÁDÁ의 내부와 직사각형 ABCD의 내

부와의 공통부분의 넓이가 18이므로 

ADÓ_AÕBÁÓ=2a(2b-2)=18 � …… ㉠ 

한편, 네 점 A, B, C, D를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 네 점

을 각각 Aª, Bª, Cª, Dª라 하자. 

042     정답과 풀이
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A

B C

D

AªBª

Cª Dª
y

직사각형 AªBªCªDª는 직사각형 ABCD를 직선 y=x에 대하여 

대칭이동한 도형이므로 두 직사각형 ABCD, AªBªCªDª는 위의 

그림과 같다. 

조건 ㈏에서 직사각형 AªBªCªDª의 내부와 직사각형 ABCD의 

내부와의 공통부분의 넓이가 16이므로 

(2b)Û`=16  

∴ b=2 (∵ b>0)

b=2를 ㉠에 대입하여 풀면 

a=;2(;

따라서 직사각형 ABCD의 넓이는 

ADÓ_ABÓ=2a_2b=4ab

=4_;2(;_2=36 

답 ② 

032

점 C의 x좌표를 a라 하면 C(a, aÛ`)이고 두 점 A, C가 직선 y=x

에 대하여 대칭이므로 

A(aÛ`, a)

점 A가 함수 y=-2xÛ`+3x의 그래프 위의 점이므로 

a=-2aÝ`+3aÛ`, 2aÝ`-3aÛ`+a=0

a(a-1)(2aÛ`+2a-1)=0 

∴ a= -1+'3 
2  (∵ a>0, a+1) 참고

점 D의 좌표는 (a, a)이므로 정사각형 ABCD의 한 변의 길이는 

CDÓ=a-aÛ`=a(1-a)

= -1+'3 
2 _ 3-'3 

2

= 2'3-3 
2

따라서 정사각형 ABCD의 둘레의 길이는 

4_ 2'3-3 
2 =4'3-6 

답 4'3-6 

참고  

a=1이면 두 점 A, C의 좌표가 모두 (1, 1)이므로 정사각형을 이루지 않

는다. 

033

원 xÛ`+yÛ`=10을 x축의 방향으로 -1만큼, y축의 방향으로 -3�

만큼 평행이동한 원의 방정식은

(x+1)Û`+(y+3)Û`=10

이 원을 직선 y=-x에 대하여 대칭이동한 원의 방정식은 

(x-3)Û`+(y-1)Û`=10 

이 원이 x축과 만나는 점의 x좌표는

(y좌표)=0

(x-3)Û`+(0-1)Û`=10에서

(x-3)Û`=9, x-3=Ñ3

∴ x=0 또는 x=6 

PÁ(0, 0), Pª(6, 0)이라 하면 다음 그림과 같다.

x

y

O(=PÁ) 3

1

Pª

(x-3)2+(y-1)2=10

제1사분면에 있는 원 위의 점 T 중에서 선분 PÁPª와 거리가 가장 

먼 점은 선분 PÁPª와 수직이고 원의 중심 (3, 1)을 지나는 직선과 

원의 교점인 (3, 1+'1�0)이다. 

이때의 삼각형 TPÁPª의 넓이는 

;2!;_6_(1+'1�0)=3+3'1�0

이고, '8�1<3'1�0<'¶100이므로 

12<3+3'1�0<13 

즉, 삼각형 TPÁPª의 넓이가 자연수인 가장 큰 값은 12이다.

Ú ‌�점 T의 x좌표가 3보다 클 때�  

조건을 만족시키는 점 T의 개수는 12이다. 

Û ‌�점 T의 x좌표가 0보다 크고 3보다 작을 때�  

원 (x-3)Û`+(y-1)Û`=10이 y축과 만나는 점의 y좌표는 �  

(0-3)Û`+(y-1)Û`=10에서 �  

(y-1)Û`=1, y-1=Ñ1�  

∴ y=0 또는 y=2�  

세 점 PÁ, Pª, (0, 2)가 이루는 삼각형의 넓이는 

;2!;_6_2=6

즉, 삼각형 TPÁPª의 넓이는 6보다 크고 12보다 작거나 같으므

로 조건을 만족시키는 점 T의 개수는 6이다. 

Ú, Û에서 점 T의 개수는 

12+6=18 

답 18 

034

방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 원점에 대하여 대칭이동한 

도형의 방정식은 f(-x, -y)=0이고 이 도형을 색칠한 모양은 

다음 그림과 같다. 

-2

-2-3

f(-x, -y)=0

O

y

x

또, 이 도형을 x축의 방향으로 5만큼, y축의 방향으로 3만큼 평행

이동한 도형의 방정식은 f(-x+5, -y+3)=0이고 이 도형을 

색칠한 모양은 다음 그림과 같다. 

2

1

3

f(-x+5, -y+3)=0

O

y

x

(x좌표)=0
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따라서 방정식 g(x, y)=0과 같은 도형을 나타내는 방정식은�  

f(-x+5, -y+3)=0이다. 

답 ④ 

035

y‌�=xÛ`-2x+3�  

=(x-1)Û`+2 다른 풀이

이므로 포물선 y=xÛ`-2x+3의 꼭짓점의 좌표는 (1, 2)이다. 

포물선 y=xÛ`-2x+3을 점 (2, a)에 대하여 대칭이동한 포물선

의 꼭짓점의 좌표를 (p, q)라 하면 두 포물선의 꼭짓점이 점 �  

(2, a)에 대하여 대칭이므로

1+p 
2 =2, 

2+q 
2 =a  

∴ p=3, q=2a-2 

즉, 대칭이동한 포물선의 꼭짓점의 좌표는 

(3, 2a-2)

포물선 y=xÛ`-2x+3은 아래로 볼록하므로 점 (2, a)에 대칭이

동한 포물선은 위로 볼록하다. 

이때 위로 볼록한 포물선이 x축과 만나지 않으려면 꼭짓점의 y좌

표가 0보다 작아야 하므로 

2a-2<0  

∴ a<1 

따라서 정수 a의 최댓값은 0이다. 

답 0 

다른 풀이

포물선 y=(x-1)Û`+2를 점 (2, a)에 대하여 대칭이동한 포물선

의 방정식은 

2a-y=(4-x-1)Û`+2

∴ y‌�=-(x-3)Û`+2a-2�  

=-xÛ`+6x+2a-11 

이 포물선이 x축과 만나지 않으려면 이차방정식�  

-x Û`+6x+2a-11=0, 즉 x Û`-6x-2a+11=0의 판별식을 D

라 할 때

D
4 =(-3)Û`-(-2a+11)<0  

∴ a<1 

따라서 정수 a의 최댓값은 0이다.

036

직선 x-3y+1=0 위의 한 점을 A(5, 2)라 하면 점 A를 직선 �

x-y-1=0에 대하여 대칭이동한 점을 B(a, b)라 하자. 

x-y-1=0

x-3y+1=0

A

B

P

x

y

O

선분 AB의 중점 { 5+a
2 , 

2+b
2 }

가 직선 x-y-1=0 위에 있으므로 

5+a
2 - 2+b

2 -1=0  

∴ a-b=-1� …… ㉠ 

직선 AB가 직선 x-y-1=0, 즉 y=x-1과 수직이므로

b-2 
a-5 =-1  

∴ a+b=7 � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

a=3, b=4 

∴ B(3, 4)

두 직선 x-3y+1=0, x-y-1=0의 교점을 P라 하면

P(2, 1)

직선 x-3y+1=0을 직선 x-y-1=0에 대하여 대칭이동한 직

선은 두 점 B, P를 지나므로 구하는 직선의 방정식은 

y-1= 1-4 
2-3  (x-2)  

∴ 3x-y-5=0 

답 ③ 

다른 풀이

직선 x-3y+1=0을 직선 x-y-1=0, 즉 y=x-1에 대하여 

대칭이동한 직선의 방정식은 참고

(y+1)-3(x-1)+1=0    ∴ 3x-y-5=0 

참고  

기울기가 Ñ1인 직선에 대한 도형의 대칭이동 

⑴ ‌�직선 y=x+m에 대한 대칭이동�  

f(x, y)=0 → f(y-m, x+m)=0 

⑵ ‌�직선 y=-x+n에 대한 대칭이동�  

f(x, y)=0 → f(-y+n, -x+n)=0

037

[그림 1]과 같이 직선 y=x와 도로의 두 가장자리가 만나는 점을 

B, C라 하면 

B(6, 6), C(8, 8)

통학로와 도로의 두 가장자리가 만나는 점을 P, Q라 하자. 

점 C를 점 B로 옮기는 평행이동, 즉 x축의 방향으로 -2만큼, y

축의 방향으로 -2만큼 옮기는 평행이동에 의하여 직선 �  

y=-x+16과 점 A를 평행이동하면 [그림 2]와 같이 점 Q가 점 

P로, 점 A가 점 A'(12, 16)으로 옮겨진다.

A(14, 18)

12

12

16

16
y=x

P

Q

B
C

x

y

O

A'(12, 16)

12

12
y=x

P
B

x

y

O

[그림 1] [그림 2]

이때 OPÓ+QAÓ=OPÓ+PÕA'Ó¾OÕA'Ó이고 

OÕA'Ó="Ã12Û`+16Û`=20 

한편, PQÓ=BCÓ=2'2이므로

OPÓ+PQÓ+QAÓ‌�¾OÕA'Ó+PQÓ�  

=20+2'2 
따라서 통학로의 길이의 최솟값은 20+2'2이므로 

연립하여 풀면 x=2, y=1
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a=20, b=2 

∴ a+b=20+2=22 

답 22 

038

다음 그림과 같이 점 F'에서 선분 BC에 내린 수선의 발을 H라 하

고, 직선 PQ와 두 선분 OO', FF'이 만나는 점을 각각 M, N이라 

하자. 

M
N

5 3
4a

A

Q

BH
C
D

P

E

F5

F'

O'

x

y

O

CÕO'Ó=a라 하면 O'(a, 18)

두 점 D, E가 각각 두 선분 OC, AB를 5 : 1로 내분하는 점이므

로

HF'Ó=;6!;_18=3 

OÕ'F'Ó=OFÓ=5이므로 직각삼각형 HF'O'에서 

OÕ'HÓ="Ã5Û`-3Û`=4 

F'(a+4, 15)이고, 두 점 M, N은 각각 두 선분 OO', FF'의 중

점이므로 

M{;2A;, 9}, N{ a+9
2 , :Á2°:}

두 점 M, N은 직선 PQ 위의 점이므로 직선 PQ의 기울기는 

:Á2°:-9 
a+9

2 -;2A;
=-;3!; 

이고, 두 점 O, O'은 직선 PQ에 대하여 대칭이므로 직선 OO'의 

기울기는 3이다. 

즉, 
18-0 
a-0 =3에서 a=6 

∴ M(3, 9)

따라서 직선 PQ의 방정식은 

y-9=-;3!;(x-3)  

∴ y=-;3!;x+10 

즉, m=-;3!;, n=10이므로 

n 
m = 10 

-;3!;
=-30 

답 ② 

다른 풀이

직선 OO'과 직선 FF'은 직선 PQ와 서로 수직이므로 직선 OO'과

직선 FF'의 기울기는 - 1
m  이다. 

즉, 직선 OO'의 방정식은 

y=- 1
m  x 

점 O'의 y좌표는 18이므로 점 O'의 좌표는 

(-18m, 18)

점 F의 좌표는 (5, 0)이므로 직선 FF'의 방정식은 

y=- 1
m  (x-5)

이때 점 D, E, F'의 y좌표는 15이므로 점 F'의 좌표는 

(-15m+5, 15)

OÕ'F'Ó=5이므로

"Ã{-15m+5-(-18m)}Û`+(15-18)Û`=5

위의 등식의 양변을 제곱하여 정리하면

3mÛ`+10m+3=0, (3m+1)(m+3)=0 

∴ m=-;3!; 또는 m=-3 

m=-3이면 점 P가 선분 OC 위의 점이 아니거나 점 Q가 선분 

AB 위의 점이 아니므로 

m=-;3!;

따라서 점 O'의 좌표는 (6, 18)이고, 선분 OO'의 중점 

{ 0+6
2 , 

0+18
2 }, 즉 (3, 9)는 직선 PQ 위의 점이므로 

y=-;3!;x+10에서

9=-;3!;_3+n  

∴ n=10 

∴ 
n 
m = 10 

-;3!;
=-30 

039

함수 y=(x-2)Û`+3의 그래프 위의 서로 다른 두 점 P, Q가 직

선 y=-x+6에 대하여 대칭이면 두 점 P, Q는 기울기가 1인 직

선 위의 점이다. 

기울기가 1인 직선의 방정식을 y=x+k (k는 상수)라 하면 두 

점 P, Q는 이 직선과 함수 y=(x+1)Û`+2의 그래프가 만나는 점

이므로 

x+k=(x-2)Û`+3에서 

xÛ`-5x+7-k=0�  …… ㉠ 

이 이차방정식의 두 근을 a, b (a<b)라 하면 이차방정식의 근과 

계수의 관계에 의하여 

a+b=5 

a, b는 두 점 P, Q의 x좌표이므로 

P(a, a+k), Q(b, b+k)

로 놓으면 두 점 P, Q의 중점 { a+b 2 , 
a+b+2k 

2 }, 즉 

{;2%;, ;2%;+k}가 직선 y=-x+6 위에 있으므로 

;2%;+k=-;2%;+6  

∴ k=1 

㉠에서 xÛ`-5x+6=0이므로 

(x-2)(x-3)=0  

∴ x=2 또는 x=3 

따라서 P(2, 3), Q(3, 4)이므로 

PQÓ‌�="Ã(3-2)Û`+(4-3)Û`�  

='2 
답 '2 
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다른 풀이

함수 y=(x-2) Û`+3=x Û`-4x+7의 그래프 위의 서로 다른 두 

점을 P(a, b), Q(c, d)라 하면 

b=aÛ`-4a+7 � …… ㉠ 

d=cÛ`-4c+7 � …… ㉡ 

㉠-㉡을 하면 

b-d=(aÛ`-cÛ`)-4(a-c)=(a-c)(a+c-4)� …… ㉢ 

두 점 P, Q는 직선 y=-x+6에 대하여 대칭이므로 직선 PQ가 

직선 y=-x+6과 수직이다. 

즉, 
d-b 
c-a =1에서 b-d=a-c 

㉢에서 a-c=(a-c)(a+c-4)

이때 a+c이므로 

a+c-4=1  

∴ a+c=5 

㉠+㉡을 하면 

b+d=aÛ`+cÛ`-4(a+c)+14=aÛ`+cÛ`-6� …… ㉣ 

선분 PQ의 중점 { a+c
2 , 

b+d
2 }가 직선 y=-x+6 위에 있으

므로 

b+d
2 =- a+c

2 +6  

∴ b+d=7 

이것을 ㉣에 대입하면 7=aÛ`+cÛ`-6

aÛ`+cÛ`=13, (a+c)Û`-2ac=13 

25-2ac=13    ∴ ac=6 

(a-c)Û`=(a+c)Û`-4ac=1이므로 

PQÓ="Ã(c-a)Û`+(d-b)Û`

="Ã2(a-c)Û`='2 

040

조건 ㈎에서 ABÓ=2AOÓ이고 �

x

y

O

A(-6, 8)

B

H

A'

AOÓ=10이므로 

ABÓ=AÕ'BÓ=20

∴ OBÓ=10'5 
조건 ㈏에서 ∠BAO=90ù이므로

선분 AA'과 직선 BO의 교점을 H라 하면 직각삼각형 BAO에서 

10_20=10'5_AÕHÓ 

이므로 AÕHÓ=4'5 

∴ AÕA'Ó=8'5, BÕHÓ=¿¹20Û`-(4'5)Û`=8'5 
삼각형 AA'B의 내접원의 반지름의 길이를 r라 하면 

;2!;_(20+20+8'5)_r=;2!;_8'5_8'5 

(20+4'5)r=160

∴ r=10-2'5 
따라서 내접원의 넓이는 

p_(10-2'5)Û`=(120-40'5)p
답 ④ 
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ㄱ. ‌�원 xÛ`+yÛ`-6x-8y+21=0, 즉 (x-3)Û`+(y-4)Û`=4를 C, 

원 C를 원점에 대하여 대칭이동한 원을 CÁ이라 하면 두 원 C, 

CÁ의 중심의 좌표는 각각 (3, 4), (-3, -4)이고, 반지름의 

길이는 모두 2이다.

x

y

O

CÁ

C

(3, 4)

A

A'

(-3, -4)

점 A'은 원 CÁ 위의 점이므로

(두 원 C, CÁ의 중심 사이의 거리)-(2+2)

ÉAÕA'Ó�  

É(두 원의 중심 사이의 거리)+(2+2)

이때 두 원 C, CÁ의 중심 사이의 거리는

"Ã(-3-3)Û`+(-4-4)Û`=10�  

이므로 �  

10-4ÉAÕA'ÓÉ10+4  �    

∴ 6ÉAÕA'ÓÉ14 (참)

ㄴ. ‌�원 CÁ을 x축의 방향으로 1만큼, y축의 방향으로 -4만큼 평

행이동한 원을 Cª라 하면 원 Cª의 중심의 좌표는 (-2, -8)

이고, 반지름의 길이는 2이다.

x

y

O

Cª

C

(3, 4)

(-2, -8)

A

B'

B(c, d)

점 B를 원점에 대하여 대칭이동한 후 x축의 방향으로 1만큼, 

y축의 방향으로 -4만큼 평행이동한 점을

B'(-c+1, -d-4)라 하면 점 B'은 원 Cª 위의 점이므로�

AÕB'Ó="Ã(a+c-1)Û`+(b+d+4)Û`

이고�  

AÕB'Ó¾(두 원 C, Cª의 중심 사이의 거리)-(2+2)�  

이때 두 원 C, Cª의 중심 사이의 거리는

"Ã(-2-3)Û`+(-8-4)Û`=13이므로

AÕB'Ó¾13-4=9�  

∴ (a+c-1)Û`+(b+d+4)Û`=AÕB'Ó 
2
¾81 (참)

ㄷ. ‌�원 CÁ을 x축의 방향으로 2만큼 평행이동한 원을 C£이라 하면

원 C£의 중심의 좌표는 (-1, -4)이고, 반지름의 길이는 2

이다. 

x

y

O

l

C£

C (3, 4)

(1, 0)

(-1, -4)

A

B''

점 B를 원점에 대하여 대칭이동한 후 x축의 방향으로 2만큼 

평행이동한 점을 B"(-c+2, -d)라 하면 점 B"은 원 C£ 위

의 점이다.
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b+d 
a+c-2 =

b-(-d)
a-(-c+2)

는 두 점 A, B"을 지나는 직선의 

기울기이다.�  

따라서 위의 그림의 직선 l과 같이 두 원 C, C£에 접할 때 최

솟값을 갖는다.�  

접선 l은 두 원 C, C£의 중심을 이은 선분의 중점 (1, 0)을 지

나므로 접선 l의 기울기를 m이라 하면 직선의 방정식은�  

y=m(x-1)  �    

∴ mx-y-m=0 �  

이때 원 C의 중심 (3, 4)와 직선 mx-y-m=0 사이의 거리

는 원의 반지름의 길이 2와 같으므로 

|3m-4-m| 
"ÃmÛ`+(-1)Û`

=2

|m-2|="ÃmÛ`+1

위의 등식의 양변을 제곱하면

mÛ`-4m+4=mÛ`+1  

∴ m=;4#; 

즉, 
b+d 

a+c-2 의 최솟값은 ;4#;이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤

042

점 B의 좌표를 (x, y) (x>0, y>0)라 하자. 

Ú ‌�x¾y일 때�  

두 점 A, B가 모두 직선 y=x의 아래쪽에 있으므로 점 A를 

직선 y=x에 대칭이동한 점을 A'이라 하면 A'(0, 4)이고

APÓ+BPÓ‌�=AÕ'PÓ+BPÓ�  

¾AÕ'BÓ�  

=4'2�  

∴ xÛ`+(y-4)Û`=32� …… ㉠ 

x

y

O

y=x

A(4, 0)

A'(0, 4)
B

P

Û ‌�x<y일 때�  

두 점 A, B가 직선 y=x에 대하여 서로 반대쪽에 위치하고 

있으므로

APÓ+BPÓ¾ABÓ=4'2�  

∴ (x-4)Û`+yÛ`=32� …… ㉡ 

y=x

x

y

O A(4, 0)

B

P

Ú, Û에서 두 원 ㉠, ㉡이 직선 y=x와 만나는 점을 C라 하면 점 

B가 그리는 도형은 다음 그림의 호 AC와 호 A'C이다. 

y=x

A(4, 0)

A'(0, 4)

x

y

O

C
60

㉠

㉡

이때 두 원 ㉠, ㉡의 반지름의 길이가 같으므로 

AÕ'CÓ=ACÓ=AÕ'AÓ=4'2 
즉, 삼각형 A'AC는 정삼각형이므로 

∠CA'A=∠A'AC=60ù 

따라서 점 B가 그리는 도형과 x축, y축으로 둘러싸인 부분의 넓

이는 

2_{(부채꼴 AA'C의 넓이)-(삼각형 AA'C의 넓이)} 

� +(삼각형 AA'C의 넓이)+(삼각형 OAA'의 넓이)

=2_[p_(4'2)Û`_;3¤6¼0;- '34 _(4'2)Û`]

� + '34 _(4'2)Û`+;2!;_4Û`

=:£3ª:p-8'3+8

이므로 a=:£3ª:, b=-8, c=8

∴ 3a+b+c=3_:£3ª:+(-8)+8=32

답 32 

043

방정식 f(x, y)=0이 나타내는 도형을 직선 y=x에 대하여 대칭

이동한 도형의 방정식은 

f(y, x)=0 

방정식 f(y, x)=0이 나타내는 도형을 x축에 대하여 대칭이동한 

도형의 방정식은 

f(-y, x)=0 

방정식 f(-y, x)=0이 나타내는 도형을 x축의 방향으로 -q만

큼, y축의 방향으로 p만큼 평행이동한 도형의 방정식은 

f(-(y-p), x-(-q))=0, 즉 f(-y+p, x+q)=0 

f(y, x)=0

(7-q, 6+p)
(2-q, 2+p)

f(x, y)=0

f(-y, x)=0

x

y

O

-4

2
7

2

7

-2-6

-6

6

-2

(7-q, 2+p)

f(-y+p, x+q)=0

b+4 
a = b-(-4)

a-0 이므로 
b+4 

a  는 방정식 

f(-y+p, x+q)=0이 나타내는 도형 위의 점 (a, b)와 점 �  

(0, -4)를 지나는 직선의 기울기이다. 

;3!;É 2(b+4) 
a É2이므로

;6!;É b+4 
a É1

위의 그림과 같이 직선의 기울기가 최대일 때는 직선이 점 �  
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(2-q, 2+p)를 지나고, 직선의 기울기가 최소일 때는 점 �  

(7-q, 2+p)를 지나므로

2+p-(-4) 
2-q-0 =1에서 

p+q=-4� …… ㉠ 

2+p-(-4) 
7-q-0 =;6!;에서 

6p+q=-29 � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

p=-5, q=1 

∴ p+q=-5+1=-4 

답 -4 

044

A{t, -;4#;t+;2&;}이라 하면 ABÓ=5이고 직선 AB의 기울기가

-;4#;이므로

B{t+4, -;4#;t+;2!;}

점 A를 y축에 대하여 대칭이동한 점을 A', 점 A'을 y축의 방향으

로 -2만큼 평행이동한 점을 A"이라 하면 

A'{-t, -;4#;t+;2&;}, A"{-t, -;4#;t+;2#;}

또, 점 B를 x축에 대하여 대칭이동한 점을 B', 점 B'을 x축의 방

향으로 -3만큼 평행이동한 점을 B"이라 하면 

B'{t+4, ;4#;t-;2!;}, B"{t+1, ;4#;t-;2!;}

3-4
7-2y=- x+

B t+4, t+- 3-4( 1-2 )

7-2t, t+- 3-4(A )
5

4
3

3
2

CD

A'

A''

B'B''

E

F

x

y

O

2

3

(육각형 ABCDEF의 둘레의 길이)‌�=AFÓ+DEÓ+BCÓ+5+3+2 

=AÕ'FÓ+DEÓ+BÕ'CÓ+10�  

=AÕ"EÓ+DEÓ+BÕ"DÓ+10�  

¾AÕ"B"Ó+10 � …… ㉠ 

� 다른 풀이

이때

AÕ"B"Ó=¾̈{t+1-(-t)}Û`+[;4#;t-;2!;-{-;4#;t+;2#;}]2`

=¾¨:ª4°:tÛ`-2t+5

=¾¨:ª4°:{t-;2¢5;}2`+:Á2ª5Á:

이므로 AÕ"B"Ó은 t=;2¢5;일 때 최솟값 :Á5Á:을 갖는다. � …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 육각형 ABCDEF의 둘레의 길이의 최솟값은 

:Á5Á:+10=:¤5Á: 

답 :¤5Á:

045
일등급의 메모장

(두 원 위의 점 사이의 최소 거리)

=(두 원의 중심 사이의 거리)-(두 원의 반지름의 길이의 합)

원 (x+3)Û`+(y+5)Û`=1을 CÁ, 원 CÁ을 직선 y=x에 대하여 대

칭이동한 원을 Cª, 원 Cª를 x축에 대하여 대칭이동한 원을 C£이

라 하자. 

y=x

Cª

C£

CÁ

-3
-5

-3

3

3

-5

B
P

P'

A''

A'

A

Q x

y

O

두 원 Cª, C£의 중심의 좌표는 각각 (-5, -3), (-5, 3)이고, 

두 원 Cª, C£의 반지름의 길이는 모두 1이다. 

점 A를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점을 A', 점 P를 직선 

y=x에 대하여 대칭이동한 점을 P'이라 하면 점 A'은 원 Cª 위의 

점이고, 점 P'은 x축 위의 점이다. 

또, 점 A'을 x축에 대하여 대칭이동한 점을 A"이라 하면 점 A"

은 원 C£ 위의 점이다. 

APÓ+PQÓ+QBÓ‌�=AÕ'P'Ó+PÕ'QÓ+QBÓ�  

=AÕ"P'Ó+PÕ'QÓ+QBÓ�  

¾AÕ"BÓ 

이고, 선분 A"B의 길이의 최솟값은 원 C£의 중심 (-5, 3)과 원� 

(x-3)Û`+(y+3)Û`=1의 중심 (3, -3) 사이의 거리에서 두 원의 

반지름의 길이의 합을 뺀 값과 같으므로 구하는 최솟값은 

"Ã{3-(-5)}Û`+(-3-3)Û`-(1+1)=8

답 8 

046
일등급의 메모장

점 P(xÁ, yÁ)을 직선 l: ax+by+c=0에 대하여 대칭이동한 점 

Q(xª, yª)는 다음 연립방정식을 만족한다.

xÁ-xª 
2a =

yÁ-yª 
2b =

axÁ+byÁ+c 
aÛ`+bÛ`

 

(11, 6)

(11-a, 6-b)

(1, 6)

(1+a, 6+b)

a b

6

-6

x

y

O

C CÁ

l

lª

확장

048     정답과 풀이
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조건 ㈎에서 원 C의 중심 (1, 6)을 x축의 방향으로 a만큼, y축의 

방향으로 b만큼 평행이동한 후 직선 l에 대하여 대칭이동한 점과 

점 (1, 6)을 직선 l에 대하여 대칭이동한 후 x축의 방향으로 a만

큼, y축의 방향으로 b만큼 평행이동한 점이 일치한다. 

즉, 평행이동과 대칭이동의 순서를 바꾸어도 결과가 일치하므로 

평행이동의 방향이 대칭축인 직선 l과 평행해야 한다. 참고

∴ m=;aB; � …… ㉠ 

조건 ㈏에서 원 C를 x축의 방향으로 10만큼 평행이동하면 원 CÁ 

과 겹쳐지므로 CÁ의 중심은 (11, 6)이다. 다른 풀이

따라서 원 C를 평행이동한 원의 중심 (1+a, 6+b)와 원 CÁ의 중

심 (11, 6)이 직선 l에 대하여 대칭이므로 두 점 (1+a, 6+b), 

(11, 6)의 중점이 직선 l 위에 있다. 

즉, 
(6+b)+6

2 =m_
(1+a)+11

2 -6이므로 

b=am+12m-24 � …… ㉡ 

㉠에서 b=am이므로 이것을 ㉡에 대입하면 

12m-24=0  

∴ m=2 

두 점 (1+a, 6+b), (11, 6)을 지나는 직선은 l에 수직이므로 

6-(6+b)
11-(1+a)

_2=-1  

∴ a+2b=10�  …… ㉢ 

㉠에서 b=2a이므로 이것을 ㉢에 대입하면

5a=10  

∴ a=2, b=4

∴ m+a+b=2+2+4=8 

답 8 

참고  

점 P를 직선 l에 대하여 대칭이동한 점을 P', 점 P'을 평행이동한 점을 

Q', 점 P를 평행이동한 점을 Q라 하자. 

평행이동의 성질에 의하여 

PQÓ ∥ P'Q'Ó, PQÓÓ=P'Q'Ó 

이므로 사각형 PQQ'P'은 평행사변형이다. 

점 Q를 직선 l에 대하여 대칭이동한 점이 Q'이 되기 위해서는 두 점 Q와 

Q'의 중점이 직선 l 위에 위치해야 한다. 

즉, 직선 l이 두 선분 PP', QQ'의 각 중점을 지나므로 직선 l은 직선 PQ

와 평행하다. 

따라서 평행이동과 대칭이동의 순서를 바꾸어도 결과가 일치할 때는 평행

이동의 방향이 대칭축인 직선 l과 평행해야 한다. 

평행이동한 후 대칭이동한 점과 대칭이동한 후 평행이동한 점이

⑴ 일치하지 않는 경우 ⑵ 일치하는 경우

l

P

P'

Q

Q'

l

P

P'

Q

Q'

다른 풀이 확장  

원 C의 중심 (1, 6)을 x축의 방향으로 a만큼, y축의 방향으로 b

만큼 평행이동한 점 (1+a, 6+b)를 직선 l: mx-y-6=0에 대

하여 대칭이동한 점은 원 CÁ의 중심 (11, 6)이므로

(1+a)-11
2m =

(6+b)-6
2_(-1)

=
m(1+a)-(6+b)-6

mÛ`+(-1)Û`

a-10
2m =- b

2 = m-12+am-b
mÛ`+1

�  …… ㉣

원 C의 중심 (1, 6)을 직선 l에 대하여 대칭이동한 점을 x축의 방

향으로 a만큼, y축의 방향으로 b만큼 평행이동한 점이 (11, 6)이

다. 

따라서 원 C의 중심 (1, 6)을 직선 l에 대하여 대칭이동한 점은 

(11-a, 6-b)이므로

1-(11-a)
2m =

6-(6-b)
2_(-1)

= m-6-6
mÛ`+(-1)Û`

a-10
2m =- b

2 = m-12
mÛ`+1

�  …… ㉤

㉣, ㉤에서 am-b=0이므로

b=am�  …… ㉥

따라서 ㉤에서 
a-10
2m =- am

2 이므로

amÛ`+a-10=0�  …… ㉦

또, ㉤에서 
a-10
2m = m-12

mÛ`+1
이므로

(a-10)(mÛ`+1)=2m(m-12)

amÛ`+a-10=2mÛ`-24m

2m(m-2)=0 (∵ ㉦)

따라서 m=2 (∵ m>0)이고 ㉦, ㉥에서 a=2, b=4이다.

∴ m+a+b=2+2+4=8

047
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M

E

C
x

y

O

lª

lÁ

y=x

A

B 6
Cª

CÁ

r

r

D
△DMC»△DAE이고 

점 M은 선분 AB의  중점이

다.

원 (x-6)Û`+yÛ`=rÛ`을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 원을 CÁ, 

x축의 방향으로 k만큼 평행이동한 원을 Cª라 하자. 

x

y

O

lª

lÁ

y=x

A

B 6
Cª

CÁ

r

r

두 원 CÁ, Cª의 중심을 각각 A, B라 하면 A(0, 6), B(6+k, 0)

이고, 두 원 CÁ, Cª의 반지름의 길이는 모두 r이다. 

점 P를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점을 P', 점 Q를 x축의 

방향으로 k만큼 평행이동한 점을 Q'이라 하면 점 P'은 원 CÁ 위의 

점이고, 점 Q'은 원 Cª 위의 점이다. 

이때 두 점 P'(xÁ, yÁ), Q'(xª, yª)에 대하여 
yª-yÁ
xª-xÁ 의 값은 직선 

P'Q'의 기울기와 같다. 

직선 P'Q'의 기울기의 최솟값이 0이므로 원 Cª의 중심의 x좌표가 

-2r보다 작고, 두 원 CÁ, Cª는 모두 x축에 평행한 직선 lÁ에 접

한다. -2r보다 크면 기울기가 음수인 접선이 존재한다.
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즉, r=6-r에서 r=3 

6+k<-2r에서 k<-12 

또, 직선 P'Q'의 기울기의 최댓값이 ;3$;이므로 두 원 CÁ, Cª는 모두 

기울기가 ;3$;인 직선 lª에 접하고, 원 Cª의 중심의 x좌표는 직선 lª

의 x절편보다 작다. 다른 풀이

직선 lª의 방정식을 y=;3$;x+n (n은 상수)이라 하면 직선 lª의 y

절편은 점 A의 y좌표보다 크므로 n>6이다. 

점 A(0, 6)과 직선 y=;3$;x+n, 즉 4x-3y+3n=0 사이의 거리

는 원 CÁ의 반지름의 길이 3과 같으므로

|4_0-3_6+3n| 
"Ã4Û`+(-3)Û`

=3, |3n-18|=15

3n-18=Ñ15    ∴ n=11 (∵ n>6)

즉, 직선 lª의 방정식은 4x-3y+33=0

점 B(6+k, 0)과 직선 4x-3y+33=0 사이의 거리는 원 Cª의 

반지름의 길이 3과 같으므로

|4(6+k)-3_0+33| 
"Ã4Û`+(-3)Û`

=3, |4k+57|=15

4k+57=Ñ15    ∴ k=-18 (∵ k<-12)

∴ |r+k|=|3+(-18)|=15 

답 15 

다른 풀이

직선 lÁ이 y축과 만나는 점을 C, 직선 lª가 y축과 만나는 점을 D, 

직선 lÁ과 직선 lª의 교점을 M, 점 A에서 직선 lª에 내린 수선의 

발을 점 E라 하자. 

M

E

C
x

y

O

lª

lÁ

y=x

A

B 6
Cª

CÁ

r

r

D

직선 lª의 기울기가 ;3$;이므로 삼각형 DMC에서 

MCÓ : CDÓ : DMÓ=3 : 4 : 5

이때 △DMC»△DAE (AA 닮음)이므로 

AEÓ : EDÓ : DÕAÓ=3 : 4 : 5 

즉, DA Ó=;3%; AEÓ=;3%;_3=5이므로 

CDÓ=DA Ó+CAÓ=5+3=8 

한편, 원 CÁ과 원 Cª는 합동이고, 두 원의 공통내접선은 두 원의 

중심을 이은 선분의 중점을 지나므로 

M{0+ 6+k
2 , ;2^;+0}, 즉 M{ 6+k

2 , 3}

이때 MCÓ : CDÓ=3 : 4이므로 

MCÓ : 8=3 : 4    ∴ MCÓ=6 

따라서 점 M의 x좌표는 -6이므로 

6+k
2 =-6    ∴ k=-18 

∴ |r+k|=|3+(-18)|=15 

∠DCM=∠DEA=90ùùù
∠D는 공통

048
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x

y

O
-1+2t

1-t

1-2t
1

1

t

2t

-1+t

세 점 O, A, B를 x축의 방향으로 t만큼 평행이동한 점을 각각 

OÁ, A', B'이라 하면 

OÁ(t, 0), A'(t, 1), B'(-1+t, 0)

세 점 O, C, D를 y축의 방향으로 2t만큼 평행이동한 점을 각각 

Oª, C', D'이라 하면 

Oª(0, 2t), C'(0, -1+2t), D'(1, 2t)

A'

B'
C'

D'

TÁ Tª

OÁ

Oª
P

Q

T

R

S
x

y

O

두 삼각형 TÁ, Tª의 내부의 공통부분이 육각형 모양이 되려면 선

분 A'B'이 두 선분 OªC', OªD'과 점 A', 점 B'이 아닌 두 점에서 

만나야 한다. 

또, 선분 C'D'이 두 선분 OÁB', OÁA'과 점 C', 점 D'이 아닌 두 

점에서 만나야 한다. 

선분 A'B'이 두 선분 OªC', OªD'과 만나는 점을 각각 P, Q라 하

고, 선분 C'D'이 두 선분 OÁB', OÁA'과 만나는 점을 각각 R, S 

라 하면 

P(0, 1-t), Q(3t-1, 2t), R(1-2t, 0), S(t, 3t-1)

즉, 두 삼각형 TÁ, Tª의 내부의 공통부분이 육각형이 만들어지려

면 

(점 P의 y좌표)<(점 Q의 y좌표)<(점 A'의 y좌표)

이어야 하므로 

1-t<2t<1 

1-t<2t에서 t>;3!; � …… ㉠

2t<1에서 t<;2!; � …… ㉡

㉠, ㉡에서 ;3!;<t<;2!; � …… ㉢

또, 

(점 C'의 y좌표)<(점 R의 y좌표)<(점 S의 y좌표)

이어야 하므로 

-1+2t<0<3t-1

-1+2t<0에서 t<;2!; � …… ㉣

0<3t-1에서 t>;3!; � …… ㉤

㉣, ㉤에서 ;3!;<t<;2!; � …… ㉥

㉢, ㉥에서 ;3!;<t<;2!;이므로 a=;2!;
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이때 두 선분 A'OÁ, OªD'의 교점을 T라 하고, 육각형의 넓이를 

f(t) {;3!;<t<;2!;}이라 하면 

f(t)=(직사각형 OOÁTOª의 넓이)�  

-(삼각형 OÁSR의 넓이)-(삼각형 OªPQ의 넓이)

=t_2t-2_;2!;_(3t-1)Û`

=-7tÛ`+6t-1

=-7{t-;7#;}2`+;7@; 

이므로 f(t)는 t=;7#;일 때 최댓값 M=;7@;를 갖는다. 

∴ a+M=;2!;+;7@;=;1!4!; 

답 ①

참고  

양의 실수 t의 값의 범위에 따른 두 삼각형 TÁ, Tª는 다음과 같다. 

Ú 0<t<;3!;일 때 Û t=;3!;일 때

TÁ
Tª
x

y

O

TÁ
Tª

x

y

O

Ü ;3!;<t<;2!;일 때 Ý t=;2!;일 때

TÁ
Tª

x

y

O

TÁ Tª

x

y

O

Þ ;2!;<t<;3@;일 때 ß t=;3@;일 때

TÁ
Tª

x

y

O

TÁ

Tª

x

y

O

à t>;3@;일 때

TÁ

Tª

x

y

O
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: 4번 초과 반사

: 앞선 점에서 흡수

: 1번 미만 반사

A

B
C

x

y

O

좌표평면 위에서 반사될 때마다 입사각과 반사각의 크기가 같으

므로 빛을 반사시키는 대신 좌표평면을 격자 형태로 계속 이어 붙

여 빛이 직진하는 것으로 바꾸어 생각할 수 있다. 

예를 들어 원점에서 직선 y=;2#;x를 따라 출발한 광선이 변 위의

세 점 PÁ, Pª, P£에 반사되어 C에 흡수되는 것은 원점에서 점 C'

까지 이동하면서 점 PÁ과 두 점 Pª, P£의 대칭이동한 점 Pª', P£'

을 지나는 것과 같다. 

AP£

Pª
BC

C'
y= x3-2

Pª'PÁ P£'

O x

y

위와 같이 생각하면 원점에서 출발하여 광선이 최소 한 번 이상, 

네 번 이하로 변에 반사된 후 꼭짓점에 흡수되는 것은 원점과 정

수로 이루어진 좌표 (a, b)를 지나는 직선이 또 다른 꼭짓점을 지

나지 않고 변을 최소 한 번 이상, 최대 네 번 이하로 만나는 경우

와 같다. 

가능한 위치를 모두 표시하면 다음과 같이 10개이다. 

A

B
C

O x

y

따라서 기울기 m의 개수는 10이다. 

답 10 
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삼각형 ABQ에 대하여 

Ú ‌�∠Q=90ù인 경우 

점 Q는 선분 AB를 지름으로 하는 원 위의 점

Û ‌�∠B=90ù인 경우 

점 Q는 직선 AB에 수직이고 점 B를 지나는 직선 위의 점

Ü ‌�∠A=90ù인 경우 

점 Q는 직선 AB에 수직이고 점 A를 지나는 직선 위의 점

원 xÛ`+yÛ`=1을 y축의 방향으로 n만큼 평행이동한 후 직선 y=x

에 대하여 대칭이동한 원을 Cn이라 하면 원 Cn은 중심이 (n, 0)

이고 반지름의 길이가 1인 원이다. 

원 Cn 위의 점 Q에 대하여 삼각형 ABQ가 직각삼각형일 때 다음

과 같이 경우를 나누어 생각하자. 

Ú ‌�∠Q=90ù인 경우

O

A

1-1 2 3 5 64

B
Q

x

y
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선분 AB를 지름으로 하는 원을 C라 하면 점 Q는 원 C 위에 

있다.�  

이때 두 점 A(1, -'3), B(3, '3)의 중점의 좌표는 (2, 0)이

고 ABÓ=¿¹(3-1) Û`+{'3-(-'3)} Û`=4이므로 원 C의 중심

은 (2, 0)이고 반지름의 길이는 2이다.�  

두 원 Cn과 C의 교점 Q가 존재하려면 1É|n-2|É3이어야 

한다.

1É|n-2|에서 n-2É-1 또는 n-2¾1이므로�  

nÉ1 또는 n¾3� …… ㉠  

|n-2|É3에서 -3Én-2É3이므로�  

-1ÉnÉ5� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 -1ÉnÉ1 또는 3ÉnÉ5 

Û ‌�∠B=90ù인 경우

A
Q

1 2 3 5 6 7 84

B

x

y

O

점 Q는 직선 AB에 수직이고 점 B를 지나는 직선 위에 있다.

직선 AB의 기울기가 
'3-(-'3)

3-1 ='3이므로 수직인 직선의

기울기는 - 1
'3

 이다.

즉, 기울기가 - 1
'3

 이고 점 B를 지나는 직선의 방정식은 

y-'3=- 1
'3

(x-3)    ∴ x+'3 y-6=0 

원 Cn과 직선이 만나려면 원의 중심 (n, 0)에서 직선까지의 

거리가 반지름의 길이인 1보다 작거나 같아야 하므로

|n+'3_0-6| 
¿¹1Û`+('3)Û`

É1, |n-6|É2

-2Én-6É2    ∴ 4ÉnÉ8 

Ü ‌�∠A=90ù인 경우

A

Q

1

-1

-2

-3

-4 2 3

B

x

y

O

점 Q는 직선 AB에 수직이고 점 A를 지나는 직선 위에 있다.

직선 AB의 기울기가 '3 이므로 수직인 직선의 기울기는 - 1
'3

이다.

즉, 기울기가 - 1
'3

이고 점 A를 지나는 직선의 방정식은

y-(-'3)=- 1
'3

(x-1)    ∴ x+'3 y+2=0

원 Cn과 직선이 만나려면 원의 중심 (n, 0)에서 직선까지의 

거리가 반지름의 길이인 1보다 작거나 같아야 하므로 

|n+'3_0+2| 
¿¹1Û`+('3)Û`

É1, |n+2|É2

-2Én+2É2    ∴ -4ÉnÉ0 

(두 원의 반지름의 차)
É(두 원의 중심 사이의 거리)
É(두 원의 반지름의 합)

Ú~Ü에서 -4ÉnÉ1 또는 3ÉnÉ8이므로 정수 n은 -4, 

-3, -2, -1, 0, 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8의 12개이다.

∴ N=12 

또, n=8일 때 점 Q는 원 (x-8)Û̀ +yÛ̀ =1과 직선 x+'3 y-6=0 

의 교점이다. 

(x-8)Û`+yÛ`=1과 x+'3 y-6=0을 연립하면

(x-8)Û`+{ 6-x 

'3
}2`=1

4xÛ`-60x+225=0

(2x-15)Û`=0    ∴ x=:Á2°:

따라서 Q{:Á2°:, - '32 }이므로 P{- '32 , -;2!;}

∴ m=- '32
∴ N_m=12_{- '32 }=-6'3 

답 -6'3
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원에 내접하는 n각형의 넓이가 최대가 될 때는 정n각형이 될 때

이다.

➡ ‌�원 x Û`+y Û`=4 안에 내접하는 팔각형이 정팔각형일 때 넓이가 

최대

aÛ`+bÛ`=4를 만족시키는 점 (a, b)에 대하여 

nÁ=nª=n£=n¢=0일 때 { a
b }={

x
y }이므로

(a, b)<Q

집합 P의 원소 {-1
0  

0
1 }, {

1
0  

0
-1 }, {

0
1  

1
0 }, {

-1
0  

0
-1 }에 대

하여 

{-1
0  

0
1 }{

a
b }={

-a
b }이므로 (-a, b)<Q

{ 1
0  

0
-1 }{

a
b }={

a
-b }이므로 (a, -b)<Q

{ 0
1  

1
0 }{

a
b }={

b
a }이므로 (b, a)<Q

{-1
0  

0
-1 }{

a
b }={

-a
-b }이므로 (-a, -b)<Q

즉, (a, b)가 집합 Q의 원소일 때, 점 (a, b)를 y축에 대하여 대

칭이동한 점, x축에 대하여 대칭이동한 점, 직선 y=x에 대하여 

대칭이동한 점, 원점에 대하여 대칭이동한 점도 집합 Q의 원소이

다. 

따라서 AnÁBnªCn£Dn¢ { a
b }는 위와 같은 대칭이동을 이용하여 점

(a, b)를 이동시킨 점을 의미하므로 집합 Q의 원소는 

(a, b), (a, -b), (-a, b), (-a, -b), (b, a), (b, -a), 

(-b, a), (-b, -a) 다른 풀이

a<b라 할 때, 집합 Q의 원소를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그

림과 같다.

점 Q를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 후 y
축의 방향으로 -8만큼 평행이동한 것이다.
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A

B

C

45

b

b

－b

－b

a

a-a
-a

xO

y

원 xÛ`+y Û`=4 안에 내접하는 팔각형은 정팔각형일 때 그 넓이가 

최대이다.

따라서 A(a, b), B(b, a), C(b, -a)라 하면 

∠AOB=;8!;_360ù=45ù이므로

삼각형 AOB의 넓이는

;2!;_2_2_sin`45ù='2

이때 팔각형의 넓이를 S라 하면

ABÓ=BCÓ이므로

S=8'2  
답 8'2

다른 풀이 확장  

a<b라 할 때, 집합 Q의 원소를 좌표

b

b

－b

－b

a

a-a
-a

x

y

O

평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다. 

8개의 점을 이은 팔각형의 넓이를 S라 

하면 

S=(2b)Û`-4_;2!;(b-a)Û`

=-2aÛ`+2bÛ`+4ab 

A=bÛ`-aÛ`, B=2ab라 하면 

AÛ`+BÛ`‌�=(aÝ`-2aÛ`bÛ`+bÝ`)+4aÛ`bÛ`�  

=aÝ`+2aÛ`bÛ`+bÝ`�  

=(aÛ`+bÛ`)Û`�  

=4Û`=16 

이고

S‌�=-2aÛ`+2bÛ`+4ab�  

=2A+2B 

이므로 코시-슈바르츠 부등식에 의하여

(AÛ`+BÛ`)(2Û`+2Û`)¾(2A+2B)Û`

16_8¾(2A+2B)Û`

∴ -8'2É2A+2BÉ8'2 
따라서 팔각형의 넓이 S의 최댓값은 8'2이다. 
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좌표평면 위의 여러 선분의 길이의 합을 구할 때에는 점을 이동하

여 경로를 펼친 뒤, 두 점 사이의 거리를 이용한다.

➡ APÓ+PQÓ+QBÓ의 최솟값을 구하는 문제가 점 (-7, 1)을 중

심으로 하는 원 위의 점과 점 B 사이의 거리의 최솟값을 구하는 

문제로 바뀐다. 

원 (x+1)Û`+(y+7)Û`=1을 CÁ, 점 A를 직선 y=x에 대하여 대

칭이동한 점을 A', 점 P를 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 점을 

P', 원 CÁ을 직선 y=x에 대하여 대칭이동한 원을 Cª라 하자. 

또, 점 A'을 x축에 대하여 대칭이동한 점을 A", 원 Cª를 x축에 

대하여 대칭이동한 원을 C£이라 하자. 

이때 두 원 Cª, C£의 중심을 각각 Oª, O£이라 하면 두 점 Oª, O£

의 좌표는 각각 (-7, -1), (-7, 1)이고, 두 원 Cª, C£의 반지

름의 길이는 모두 1이다. 

C£

Cª

CÁ

A'

A''

B

P'

Q
A

P

y=x

x

y

O

y=-x2-1

APÓ+PQÓ+QBÓ‌�=AÕ'P'Ó+PÕ'QÓ+QBÓ�  

=AÕ"P'Ó+PÕ'QÓ+QBÓ�  

¾AÕ"BÓ 

선분 A"B의 길이의 최솟값은 원 C£의 중심 O£(-7, 1)과 이차함

수 y=-xÛ`-1의 그래프 위의 점 B 사이의 최단 거리에서 원 C£

의 반지름의 길이 1을 뺀 값이다. 

선분 O£B의 길이가 최소이려면 직선 O£B와 점 B를 지나는 이차

함수 y=-xÛ`-1의 그래프의 접선이 서로 수직이어야 한다.

B(t, -tÛ`-1)이라 하고 이차함수 y=-xÛ`-1의 그래프 위의 점 

B에서의 접선의 기울기를 m이라 하면 접선의 방정식은 

y=m(x-t)-tÛ`-1 � …… ㉠

m(x-t)-tÛ`-1=-xÛ`-1에서 

xÛ`+mx-mt-tÛ`=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면 D=0이어야 하므로 

D=mÛ`-4(-mt-tÛ`)=0 

mÛ`+4mt+4tÛ`=0, (m+2t)Û`=0 

∴ m=-2t 

직선 O£B의 기울기는

-tÛ`-1-1 
t-(-7)

= -tÛ`-2 
t+7

이고, 직선 O£B가 접선 ㉠과 서로 수직이므로 

-tÛ`-2 
t+7 _(-2t)=-1 (직선 O£B의 기울기)_m=-1

2tÜ`+5t+7=0, (t+1)(2tÛ`-2t+7)=0  

∴ t=-1 

따라서 B(-1, -2)이므로 선분 O£B의 길이의 최솟값은 

"Ã{-1-(-7)}Û`+(-2-1)Û`=3'5 
즉, 선분 A"B의 길이의 최솟값은 3'5-1이므로 

APÓ+PQÓ+QBÓ의 최솟값은 3'5-1이다. 

답 3'5-1 
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집합
Ⅱ. 집합과 명제

001 

①, ②, ④ 집합 A의 원소는 a, 0, {0}, {a}이므로�  

a<A, 0<A, {a}<A

③ 0<A이므로 {0},A

⑤ ‌�a<A, 0<A이므로 {a, 0},A이지만 {a, 0}은 집합 A의 

원소가 아니므로 {a, 0}²A이다. 

따라서 옳지 않은 것은 ⑤이다. 

답 ⑤ 

002 

전체집합 U의 원소 중 제곱했을 때 

일의 자리의 수가 1인 원소는 1, 9

일의 자리의 수가 4인 원소는 2, 8

일의 자리의 수가 5인 원소는 5

일의 자리의 수가 6인 원소는 4, 6

일의 자리의 수가 9인 원소는 3, 7 참고 다른 풀이

Ú ‌�n(A)=2인 경우 �  

{1, 9}, {2, 8}, {3, 7}, {4, 6}의 4개 

Û ‌�n(A)=4인 경우 �  

{1, 2, 8, 9}, {1, 3, 7, 9}, {1, 4, 6, 9}, {2, 3, 7, 8}, �  

{2, 4, 6, 8}, {3, 4, 6, 7}의 6개 

Ü ‌�n(A)=6인 경우 �  

{1, 2, 3, 7, 8, 9}, {1, 2, 4, 6, 8, 9}, {1, 3, 4, 6, 7, 9}, �  

{2, 3, 4, 6, 7, 8}의 4개 

Ý ‌�n(A)=8인 경우 �  

{1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9}의 1개 

Ú~Ý에서 집합 A의 개수는 

4+6+4+1=15 

답 15

참고

5는 제곱하면 일의 자리의 수가 5이고, 제곱하여 일의 자리의 수가 5가 되

는 5가 아닌 자연수는 전체집합 U에 존재하지 않으므로 5는 주어진 조건

을 만족시키지 않는다. 

따라서 5는 집합 A의 원소가 될 수 없다. 

다른 풀이

즉, 공집합이 아닌 집합 A의 개수는 집합 �  

{{1, 9}, {2, 8}, {3, 7}, {4, 6}}의 진부분집합의 개수와 같으므로

2Ý`-1=15 

003 

A,B이고 B,A이므로 A=B 다른 풀이

즉, {a-1, aÛ`}={4, 3-a}

a-1<A이므로 A=B이려면 a-1<B 

Ú ‌�a-1=4일 때, a=5 �  

이때 A={4, 25}, B={4, -2}이므로 �  

A+B 

Û ‌�a-1=3-a일 때, a=2�  

이때 A={1, 4}, B={1, 4}이므로 �  

A=B 

Ú, Û에서 a=2 

답 ④ 

다른 풀이

A=B이면 집합 A의 모든 원소의 합과 집합 B의 모든 원소의 합

이 서로 같아야 하므로 참고

a-1+aÛ`=4+3-a 

aÛ`+2a-8=0, (a+4)(a-2)=0 

∴ a=-4 또는 a=2 

Ú ‌�a=-4일 때 �  

A={-5, 16}, B={4, 7}이므로�  

A+B 

Û ‌�a=2일 때 �  

A={1, 4}, B={1, 4}이므로 �  

A=B 

Ú, Û에서 a=2 

참고

두 집합 A, B에 대하여 

A=B 

➡ 두 집합 A, B의 모든 원소가 서로 같다. 

➡ 집합 A의 모든 원소의 합과 집합 B의 모든 원소의 합이 서로 같다. 

004 

조건 ㈎에서 A;{2, 3, 4}={3}이므로

3<A, 2²A, 4²A 

이때 집합 A는 3을 반드시 원소로 갖고, 6, 7, 8을 원소로 가질 

수 있으므로 가능한 집합 A에 따라 M(A)를 구하면 다음과 같

다. 

Ú ‌�n(A)=1일 때 �  

A={3}이면 M(A)=3 

Û ‌�n(A)=2일 때 �  

A={3, 6}이면 M(A)=3_6=18�  

A={3, 7}이면 M(A)=3_7=21�  

A={3, 8}이면 M(A)=3_8=24 

Ü ‌�n(A)¾3일 때 �  

A={3, 6, 7}이면 M(A)=3_6_7=126 �  

즉, M(A)>100이므로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다. 

Ú~Ü에서 M(A)의 최댓값은 24이다. 

답 24 

005 

A64={x|0<xÉ'6�4=8, x는 짝수}={2, 4, 6, 8}

A20={x|0<xÉ'2�0, x는 짝수}={2, 4}

이므로 

A64-A20={6, 8}

X'(A64-A20)=X에서 (A64-A20),X이므로 집합 X는 6, 

8을 반드시 원소로 갖고, X;A20=a이므로 집합 X는 2, 4를 원

소로 갖지 않는다. 
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따라서 집합 X의 개수는 

210-2-2=2ß`=64 

답 ③ 

006 

AC-BC=AC;B=B-A이므로 

B-A={1, 3, 6, 8}

AC;BC=(A'B)C={5, 9}에서

A'B={1, 2, 3, 4, 6, 7, 8}

∴ A=(A'B)-(B-A)={2, 4, 7}

따라서 집합 A의 모든 원소의 합은 

2+4+7=13 

답 13 

007

ㄱ. (A;B)'(A;BC)‌�=A;(B'BC)�  

=A;U=A

ㄴ. ‌�A-{B'(A-B)}‌�=A-{B'(A;BC)}�  

=A-{(B'A);(B'BC)}�  

=A-{(B'A);U}�  

=A-(B'A)=a 

ㄷ. ‌�(A-BC)'(B'AC)C‌�=(A;B)'(BC;A)�  

=A;(B'BC)�  

=A;U=A 

ㄹ. ‌�{A;(B-A)}'{(B-A)C;A}�  

={A;(B;AC)}'{(B;AC)C;A}�  

={(A;AC);B}'{(BC'A);A}�  

=(a;B)'A�  

=a'A=A

따라서 집합 A와 항상 같은 집합은 ㄱ, ㄷ, ㄹ이다. 

답 ⑤ 

다른 풀이

ㄱ. (A;B)'(A;BC)=(A;B)'(A-B)=A 

ㄴ. ‌�A-{B'(A-B)}‌�=A-{B'(A;BC)}�  

=A-{(B'A);(B'BC)}�  

=A-{(B'A);U}�  

=A-(B'A)=a 

ㄷ. (A-BC)'(B'AC)C‌�=(A;B)'(BC;A)�  

=(A;B)'(A-B)=A 

ㄹ. ‌�{A;(B-A)}'{(B-A)C;A}�  

=A;{(B-A)'(B-A)C}�  

=A;U=A 

따라서 집합 A와 항상 같은 집합은 ㄱ, ㄷ, ㄹ이다. 

008 

(A14'A21),Ap에서 A14,Ap, A21,Ap

즉, p는 14와 21의 공약수이므로 p의 최댓값은 14와 21의 최대공

약수인 7이다. 

Bq,(B12;B18)에서 Bq,B12, Bq,B18

즉, q는 12와 18의 공약수이므로 q의 최댓값은 12와 18의 최대공

약수인 6이다. 

따라서 p+q의 최댓값은 

7+6=13

답 13 

참고

자연수 k의 양의 배수의 집합을 Ak, 양의 약수의 집합을 Bk라 할 때, 자연

수 l, m, n에 대하여 

⑴ ‌�Am;An=Al ➡ l은 m과 n의 최소공배수�  

(Am'An),Al ➡ l은 m과 n의 공약수�  

m이 n의 배수이면 ‌�➡ Am,An �  

➡ Am;An=Am, Am'An=An

⑵ ‌�Bm;Bn=Bl ➡ l은 m과 n의 최대공약수�  

Bl,(Bm;Bn) ➡ l은 m과 n의 공약수�  

m이 n의 약수이면 ‌�➡ Bm,Bn �  

➡ Bm;Bn=Bm, Bm'Bn=Bn

009 

(A;BC)'(AC;B) �
A

U
B=(A-B)'(B-A) 

이므로 이 집합을 벤 다이어그램으로 나타

내면 오른쪽 그림과 같다. 

(A-B)'(B-A)={2, 5, 9}이고, n(A)=3, n(B)=2이므

로 

n(A;B)=1 

즉, A;B={a-2}이어야 하고, (a+1)<{(A-B)'(B-A)}

이므로 

a+1=9    ∴ a=8 

따라서 B={6, 9}이므로 집합 B의 모든 원소의 합은 �  

6+9=15

답 ② 

참고

대칭차집합

전체집합 U의 두 부분집합 A, B에 대하여 A-B와 B-A의 합집합 

➡ (A-B)'(B-A)‌�=(A'B)-(A;B)�  

=(A'B);(A;B)C

010 

n(AC'BC)=n((A;B)C)=50이므로 

n(A;B)‌�=n(U)-n((A;B)C)�  

=64-50=14  다른 풀이  

∴ n(B'AC)‌�=n((BC;A)C)�  

=n(U)-n(BC;A)�  

=n(U)-n(A-B)�  

=n(U)-{n(A)-n(A;B)}�  

=64-(30-14)=48 

답 ③ 

다른 풀이

B'AC을 벤 다이어그램으로 나타내면 오
A

U
B

른쪽 그림과 같으므로

n(B'AC)‌�=n(U)-n(A)+n(A;B)�  

=64-30+14=48 
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011 

직업 체험을 신청한 학생의 집합을 A, 대학 탐방을 신청한 학생

의 집합을 B라 하자. 

직업 체험과 대학 탐방을 모두 신청한 학생은 5명이므로 

n(A;B)=5  

직업 체험과 대학 탐방 중 어느 것도 신청하지 않은 학생은 3명이

므로 

n((A'B)C)=3 

∴ n(A'B)‌�=n(U)-n((A'B)C)�  

=31-3=28 

직업 체험을 신청한 학생 수는 대학 탐방을 신청한 학생 수의 2배

이므로 

n(A)=2_n(B)  

이때 n(A'B)=n(A)+n(B)-n(A;B)이므로

28=2_n(B)+n(B)-5 

∴ n(B)=11, n(A)=2_11=22 

따라서 직업 체험을 신청한 학생 수는 22이다. 

답 22 

012 

과학 동아리에 참여한 학생의 집합을 A, 음악 동아리에 참여한 

학생의 집합을 B라 하자. 다른 풀이

이때 두 동아리에 모두 참여하는 학생 수 n(A;B)를 x라 하고 

각 영역에 속하는 원소의 개수를 벤 다이어그램에 나타내면 다음 

그림과 같다. 

A
U

B

x

x-10

28-x 22-x

이때 28-x¾0, x¾0, 22-x¾0, x-10¾0이므로 

10ÉxÉ22 

이 학급의 학생 중에서 두 동아리 중 한 동아리에만 참여한 학생

의 집합은 (A-B)'(B-A)이므로 

n((A-B)'(B-A))=50-2x 

10ÉxÉ22에서 6É50-2xÉ30 

따라서 M=30, m=6이므로 

M
m =:£6¼:=5 

답 ③ 

다른 풀이

n(A)=28, n(B)=22이고

n(A;B)=n(A)+n(B)-n(A'B)이므로 

n((A-B)'(B-A)) 

=n(A'B)-n(A;B) 

=n(A'B)-{n(A)+n(B)-n(A'B)}

=2_n(A'B)-50 

즉, n((A-B)'(B-A))는 n(A'B)의 값이 최대일 때 최댓

값을 갖고, n(A'B)의 값이 최소일 때 최솟값을 갖는다. 참고

n(A'B)=n(U)=40일 때, n(A'B)의 값이 최대이므로 

M‌�=2_40-50=30 

n(A'B)=n(A)=28일 때, n(A'B)의 값이 최소이므로 

m‌�=2_28-50=6 

∴ 
M
m =:£6¼:=5 

참고

n(A'B)의 최대, 최소

전체집합 U의 두 부분집합 A, B에 대하여 n(A)>n(B)이면 

⑴ A'B=U일 때, n(A'B)의 값이 최대이다. 

⑵ B,A, 즉 A'B=A일 때, n(A'B)의 값이 최소이다. 

013 

집합 A의 모든 원소의 합이 100이므로 집합 A에 25 이상인 원소

가 적어도 2개 포함되어 있어야 한다. 

전체집합 U에서 25 이상인 원소는 25, 26, 28, 29이다. 

Ú ‌�집합 A에 25 이상인 원소가 2개인 경우�  

25보다 작은 전체집합 U의 원소 중 가장 큰 두 원소의 합은 

22+23=45이다. �  

즉, 네 원소의 합이 100이 되기 위해서는 25 이상인 두 원소의 

합이 55 이상이어야 한다. 

ⓐ ‌�집합 A에 26, 29가 속한 경우�  

A={22, 23, 26, 29}

ⓑ ‌�집합 A에 28, 29가 속한 경우�  

A={20, 23, 28, 29}

Û ‌�집합 A에 25 이상인 원소가 3개인 경우

ⓐ ‌�집합 A에 25, 26, 29가 속한 경우�  

A={20, 25, 26, 29}

ⓑ ‌�집합 A에 26, 28, 29가 속한 경우 �  

A={17, 26, 28, 29}

ⓒ ‌�집합 A에 25, 26, 28 또는 25, 28, 29가 속한 경우�  

원소의 합이 100이 되기 위해서는 나머지 한 원소가 3의 배

수이어야 한다. �  

그런데 3의 배수는 전체집합 U의 원소가 아니므로 조건을 

만족시키는 집합 A가 존재하지 않는다. 

Ú, Û에서 구한 네 개의 집합 A에 대하여 x¢-x£+xª-xÁ의 값

은 각각 4, 4, 8, 10이므로 구하는 최댓값은 10이다. 

답 10 

014

A'X=B'X가 성립하려면 

(A-B),X, (B-A),X 

이어야 한다. 

이때 A-B={1, 5, 7}, B-A={6}이므로 집합 X는 1, 5, 6, 

7을 반드시 원소로 갖는 집합 U의 부분집합이다.

따라서 집합 X의 개수는 

210-4=64 

답 ④ 

015

집합 A의 원소는 두 수 nÛ`-10n+25, nÛ`+n+11의 곱으로 나타

낼 수 있고, 100 이하의 소수이다. 

이때 nÛ`+n+11이 1보다 큰 자연수이므로 
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nÛ`-10n+25=1, nÛ`+n+11=p (p는 소수) 

가 되어야 한다. 

nÛ`-10n+25=1에서 

nÛ`-10n+24=0, (n-4)(n-6)=0 

∴ n=4 또는 n=6 

n=4일 때, nÛ`+n+11=31 

n=6일 때, nÛ`+n+11=53 

31과 53은 모두 소수이므로 

A={31, 53}

따라서 집합 A의 모든 원소의 합은 

31+53=84 

답 84 

016 

전체집합 U의 부분집합 중 4로 나누었을 때의 나머지가 0, 1, 2, 

3인 자연수들의 집합을 각각 R¼, RÁ, Rª, R£이라 하면 

R¼={4, 8, 12, ⋯, 40}

RÁ={1, 5, 9, ⋯, 41}

Rª={2, 6, 10, ⋯, 42}

R£={3, 7, 11, ⋯, 39}

집합 A의 임의의 두 원소의 합이 4의 배수가 아니려면 집합 A가 

집합 R¼, Rª의 원소를 2개 이상 가질 수 없고, 집합 RÁ과 R£의 

원소를 동시에 가질 수 없다. 

n(R¼)=10, n(RÁ)=11, n(Rª)=11, n(R£)=10이고, 집합 A

의 원소의 개수가 최대일 때는 RÁ의 원소 11개, R¼의 원소 중 1

개, Rª의 원소 중 1개를 원소로 가질 때이다. 

따라서 n(A)의 최댓값은 

11+1+1=13 

답 13 

017 

집합 A의 원소는 a, 1, {1}이므로 집합 A의 부분집합은 

a, {a}, {1}, {{1}}, {a, 1}, {a, {1}}, {1, {1}}, {a, 1, {1}}

이때 이 부분집합들이 집합 P의 원소이다. 

ㄱ. a<P이므로 {a},P (참) 

ㄴ. 공집합은 모든 집합의 부분집합이므로 a,P (참) 

ㄷ. {a, 1, {1}}<P이므로 A<P (참) 

ㄹ. 1²P이므로 {a, 1, A}øP (거짓) 

ㅁ. n(P)=8 (거짓) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ④ 

018

가장 작은 원소가 ;2!;인 집합은 

[;2!;]의 1개 

가장 작은 원소가 
1 
2Û`

인 집합은 

[ 1 
2Û` ], [

1 
2Û`

, ;2!;]의 2개 

가장 작은 원소가 
1 
2Ü`

인 집합은 

[ 1 
2Ü`

], [ 1 
2Ü`

, 
1 
2Û`
], [ 1 

2Ü`
, ;2!;], [ 1 

2Ü`
, 

1 
2Û`

, ;2!;]의 2Û`개 

  ⋮ 

가장 작은 원소가 
1 
2¡`

인 집합은 

[ 1 
2à`

, 
1 
2ß`

, 
1 
2Þ`

, y, ;2!;]의 부분집합과 [ 1
2¡` ]의 합집합인 경우이므

로 2à`개 

따라서 집합 An에 대하여 각 집합의 가장 작은 원소를 모두 더한 

값은 

;2!;_1+ 1 
2Û`
_2+ 1 

2Ü`
_2Û`+ ⋯ + 1 

2¡`
_2à`

=;2!;+;2!;+;2!;+ ⋯ +;2!;

=;2!;_8=4 

답 ② 

019

조건 ㈎에서 1<A 

조건 ㈏에서 

1<A이면 1Û`-1=0<A 

0<A이면 0Û`-1=-1<A 

-1<A이면 (-1)Û`-1=0<A 

∴ {-1, 0, 1},A 

조건 ㈐에서 n(A)=4이므로 

A={-1, 0, 1, k} (k는 -1, 0, 1이 아닌 실수)

라 하자. 

조건 ㈏에 의하여 k<A이면 kÛ`-1<A이어야 하므로 kÛ`-1의 값

은 -1, 0, 1, k 중 하나이어야 한다. 

Ú ‌�kÛ`-1=-1인 경우�  

kÛ`=0    ∴ k=0�  

그런데 k+0이므로 모순이다. 

Û ‌�kÛ`-1=0인 경우�  

kÛ`=1    ∴ k=-1 또는 k=1�  

그런데 k+-1, k+1이므로 모순이다. 

Ü ‌�kÛ`-1=1인 경우�  

kÛ`=2    ∴ k=-'2 또는 k='2 
Ý kÛ`-1=k인 경우 

kÛ`-k-1=0    ∴ k= 1Ñ'5 
2

Ú~Ý에서 조건을 만족시키는 집합 A는 

{-1, 0, 1, -'2 }, {-1, 0, 1, '2 },[-1, 0, 1, 1-'5 
2 ],  

[-1, 0, 1, 1+'5 
2 ]

의 4개이다. 

답 ④ 

020

n(A)=3이므로 A={a, b, c} (a+b, b+c, c+a)라 하면 

B={ab, bc, ca}

8개
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조건 ㈏에서 A=B이므로 

a+b+c=ab+bc+ca=5 (∵ 조건 ㈎)

abc=ab_bc_ca=(abc)Û`

abc=(abc)Û`에서 abc=0 또는 abc=1 

이때 abc=0이면 집합 A의 원소 a, b, c 중 적어도 하나는 0이

고, 집합 B의 원소 ab, bc, ca 중 적어도 두 개는 0이므로�

n(A)=n(B)=3에 모순이다. 

∴ abc=1 

즉, a+b+c=5, ab+bc+ca=5, abc=1이므로 세 수 a, b, c를 

세 근으로 하고 최고차항의 계수가 1인 t에 대한 삼차방정식은 

tÜ`-5tÛ`+5t-1=0, (t-1)(tÛ`-4t+1)=0 

∴ t=1 또는 t=2Ñ'3 
따라서 A={2-'3, 1, 2+'3}이므로 집합 A의 원소 중 가장 큰 

수는 2+'3이다. 

답 2+'3 

021

A,C, A;C={1}이므로 

A={1}

AC;D=D-A={3, 4, 5}이므로 

D={1, 3, 4, 5}

A,B,C,D이므로 집합 B의 원소가 가장 많은 경우는 

B=C=D={1, 3, 4, 5}

집합 B의 원소가 가장 적은 경우는 

B=A={1}

따라서 집합 B의 부분집합의 개수의 최댓값은 

M=2Ý`=16 

최솟값은 

m=2 

∴ M+m=16+2=18 

답 18 

022

xÛ`-5x+6<0에서 (x-2)(x-3)<0 

∴ 2<x<3 

xÛ`-14x+48É0에서 (x-6)(x-8)É0 

∴ 6ÉxÉ8 

xÛ`-(2a+1)x+aÛ`+a<0에서 

(x-a)(x-a-1)<0    ∴ a<x<a+1 

∴ A={x|2<x<3}, B={x|6ÉxÉ8}, C={x|a<x<a+1}

이때 세 집합 A, B, C가 모두 서로소이므로 

A;C=a, B;C=a 

이를 만족시키도록 세 집합 A, B, C를 수직선 위에 나타내면 다

음 그림과 같으므로 

x2 3 6 8

A BC CC

a+1É2 또는 a¾3, a+1É6 또는 a¾8 

∴ aÉ1 또는 3ÉaÉ5 또는 a¾8 

따라서 한 자리의 자연수 a는 1, 3, 4, 5, 8, 9의 6개이다. 

답 6 

023

집합 Ak는 연속한 홀수를 원소로 가지므로 조건 ㈎, ㈏에서 

Ak-Ak+1={ak, ak+2}

∴ ak+1=ak+4 

즉, aª=5이므로 

a£=aª+4에서 a£=9 

a¢=a£+4에서 a¢=13 

a°=a¢+4에서 a°=17 

∴ ak=4k-3 

이때 n(A°)=10이므로 집합 A°의 가장 큰 원소는 35이다. 

즉, A°;Am=a을 만족시키려면 am>35이어야 한다. 

ak=4k-3에서 4k-3>35

∴ k>:Á2»:

따라서 A°;Am=a을 만족시키는 자연수 m의 최솟값은 10이

다. 

답 10 

024

An={x|2n-1ÉxÉ7n+5}이므로 n에 1, 2, 3, ⋯을 대입하면 

AÁ={x|1ÉxÉ12}

Aª={x|3ÉxÉ19} 

A£={x|5ÉxÉ26}

A¢={x|7ÉxÉ33}

A°={x|9ÉxÉ40}

A¤={x|11ÉxÉ47}

A¦={x|13ÉxÉ54}

    ⋮ 

이때 AÁ;Aª; ⋯ ;A¤+a, AÁ;Aª; ⋯ ;A¦=a이므로 

AÁ;Aª; ⋯ ;Ak+a을 만족시키는 자연수 k의 최솟값은 6이

다. 

답 ③ 

다른 풀이

An={x|2n-1ÉxÉ7n+5}이므로 

AÁ={x|1ÉxÉ12}

자연수 k에 대하여 2k-1>12이면 

AÁ;Aª; ⋯ ;Ak+a

2k-1>12에서 k>:Á2£: 

따라서 AÁ;Aª; ⋯ ;Ak+a을 만족시키는 자연수 k의 최솟값

은 6이다. 

025

두 집합 A, B가 서로소이므로 

A;B=a

또, 조건 ㈏에서 n(A'B)=6이므로 조건 ㈎에서 

n(A)=n(B)=3 

조건 ㈐에서 

(A'C);(B'C)‌�=(A;B)'C�  

=a'C=C

이므로 n(C)=8 
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C={n|n은 3의 배수이거나 n<A}이므로 20 이하의 자연수 중 

3의 배수 3, 6, 9, 12, 15, 18은 집합 C의 원소이고 

A,C  

이때 n(A)=3이면서 n(C)=8이려면 집합 A는 3의 배수가 아

닌 수 2개를 반드시 원소로 가져야 하고, 3의 배수 1개를 원소로 

가져야 한다. 

따라서 집합 A의 개수는 A'B={2, 4, 6, 8, 10, 12}의 원소에

서 3의 배수가 아닌 수 2, 4, 8, 10 중 2개를 택하고, 3의 배수 6, 

12 중 1개를 택하는 경우의 수와 같으므로 

¢Cª_ªCÁ=6_2=12 

답 12 

026

U={-4, -3, -2, ⋯, 3, 4}

조건 ㈎에서 A,BC이면 A;B=a 

조건 ㈏에서 

xÜ`+xÛ`-2x-2=0, (x+1)(xÛ`-2)=0 

∴ x=-1 또는 x=Ñ'2 
집합 AC;BC의 원소는 정수이므로 AC;BC={-1}  

∴ (A'B)C={-1}

따라서 전체집합 U와 두 집합 A, B를 벤 다이어그램으로 나타내

면 다음 그림과 같다. 

-1

A

U
B

이때 A;B=a, A'B={-4, -3, -2, 0, 1, 2, 3, 4}이고 집

합 A의 원소를 택하면 집합 B가 결정되므로 순서쌍 (A, B)의 

개수는 집합 A'B의 부분집합의 개수에서 A 또는 B가 공집합

이 되는 경우를 제외한 개수와 같다. 

따라서 순서쌍 (A, B)의 개수는 

2¡`-2=254 

답 254 

027

A;B,A이므로 조건 ㈎에서 

{3, 6},A 

3, 6이 모두 a의 배수이므로 

a=1 또는 a=3 

a=1이면 A=U가 되어 B-A=a이므로 조건 ㈏를 만족시키지 

않는다. 

따라서 a=3이므로

A={3, 6, 9, 12, 15, 18}

또, A;B,B이므로 조건 ㈎에서 

{3, 6},B 

3, 6이 모두 b의 약수이므로 

b=6 또는 b=12 또는 b=18 

Ú ‌�b=6일 때�  

B={1, 2, 3, 6}이므로�  

n(B-A)=2�  

이때 A-B={9, 12, 15, 18}이므로 집합 A-B의 모든 원소

의 합은�  

9+12+15+18=54 

Û ‌�b=12일 때�  

B={1, 2, 3, 4, 6, 12}이므로 �  

n(B-A)=3�  

이는 조건 ㈏를 만족시키지 않는다. 

Ü ‌�b=18일 때�  

B={1, 2, 3, 6, 9, 18}이므로 �  

n(B-A)=2�  

이때 A-B={12, 15}이므로 집합 A-B의 모든 원소의 합은  

12+15=27 

Ú~Ü에서 집합 A-B의 모든 원소의 합의 최솟값은 27이다. 

답 27 

028

집합 A={xÁ, xª, x£, x¢, x°, x¤}이라 하면 조건 ㈎에서 

xÁ+xª+x£+x¢+x°+x¤
6 =8 

∴ xÁ+xª+x£+x¢+x°+x¤=48

한편, 

B=[ xÁ+k
3 , 

xª+k
3 , 

x£+k
3 , 

x¢+k
3 , 

x°+k
3 , 

x¤+k
3 ] 

이므로 집합 B의 모든 원소의 합은 

(xÁ+xª+x£+x¢+x°+x¤)+6k
3 = 48+6k 

3 =16+2k 

집합 B-A의 모든 원소의 합은 집합 B의 모든 원소의 합에서 집

합 A;B의 모든 원소의 합을 뺀 것과 같으므로 조건 ㈏, ㈐에서

24=(16+2k)-12

∴ k=10 

답 ① 

029

1ÉnÉ60인 자연수 n에 대하여 [ n+2 
5 ], [ n 

4 ]은 모두 음이 아닌

정수이므로 

[ n+2 
5 ]=[ n 

4 ]=k (k는 음이 아닌 정수) 

라 하자. 

[ n+2 
5 ]=k에서 kÉ n+2 

5 <k+1 

∴ 5k-2Én<5k+3 � …… ㉠ 

[ n 
4 ]=k에서 kÉ n 

4 <k+1 

∴ 4kÉn<4k+4 � …… ㉡ 

이때 n은 ㉠, ㉡을 모두 만족시키는 자연수이다. 

Ú ‌�kÉ1인 경우�  

㉠, ㉡에서 4kÉn<5k+3 참고 �  

k=0이면 0Én<3 ➡ n=1, 2�  

k=1이면 4Én<8 ➡ n=4, 5, 6, 7 

Û ‌�k¾2인 경우�  

㉠, ㉡에서 5k-2Én<4k+4 다른 풀이 �  

k=2이면 8Én<12 ➡ n=8, 9, 10, 11�  
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k=3이면 13Én<16 ➡ n=13, 14, 15�  

k=4이면 18Én<20 ➡ n=18, 19�  

k=5이면 23Én<24 ➡ n=23�  

k¾6이면 5k-2<4k+4가 성립하지 않으므로 이를 만족시키

는 n의 값은 존재하지 않는다.

Ú, Û에서 집합 A의 원소의 개수는 

2+4+4+3+2+1=16 

답 16 

다른 풀이

5k-2Én<4k+4를 만족시키는 정수 n의 개수는 

(4k+3)-(5k-2)+1=6-k 

이때 6-k>0이어야 하므로 k는 2, 3, 4, 5이다.

k=2일 때, 6-2=4 ➡ n이 4개 

k=3일 때, 6-3=3 ➡ n이 3개 

k=4일 때, 6-4=2 ➡ n이 2개 

k=5일 때, 6-5=1 ➡ n이 1개 

Ú, Û에서 집합 A의 원소의 개수는 

2+4+4+3+2+1=16 

참고  

(5k-2)-4k=k-2에서 

k-2<0, 즉 k<2일 때 

5k-2<4k 

k-2=0, 즉 k=2일 때 

5k-2=4k 

k-2>0, 즉 k>2일 때 

5k-2>4k 

(5k+3)-(4k+4)=k-1에서 

k-1<0, 즉 k<1일 때 

5k+3<4k+4 

k-1=0, 즉 k=1일 때 

5k+3=4k+4 

k-1>0, 즉 k>1일 때 

5k+3>4k+4

따라서 ㉠, ㉡에서 

kÉ1인 경우 5k-2<4k, 5k+3É4k+4이므로 

4kÉn<5k+3

k¾2인 경우 4kÉ5k-2, 4k+4<5k+3이므로

5k-2Én<4k+4

030

A={0, 1, 2, 3, 4, 5}, B={1, 2, 3, 4}에서 

B,A 

(X'B);AC=a에서 

(X'B),A    ∴ X,A 

n(X;B)=2이므로 집합 X는 집합 B의 원소 중에서 2개를 원

소로 갖는 집합 A의 부분집합이다. 

Ú ‌�n(X)=2인 경우�  

이를 만족시키는 집합 X는�  

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}� …… ㉠ 

이 집합을 차례대로 XÁ, Xª, X£, X¢, X°, X¤이라 하면�  

S(1)+S(2)+S(3)+S(4)+S(5)+S(6)�  

=3+4+5+5+6+7=30 

Û ‌�n(X)=3인 경우�  

이를 만족시키는 집합 X는 ㉠의 집합에서 각각 0을 원소로 더 

갖거나, 5를 원소로 더 가지므로 이 집합을 차례대로 X¦, X¥, 

X», ⋯, XÁ¥이라 하면 참고

S(7)+S(8)+S(9)+ y +S(18)�  

=(30+0_6)+(30+5_6)=90 

Ü ‌�n(X)=4인 경우�  

이를 만족시키는 집합 X는 ㉠의 집합에서 각각 0과 5를 원소

로 더 가지므로 이 집합을 차례대로 XÁ», Xª¼, XªÁ, y, Xª¢

라 하면�  

S(19)+S(20)+S(21)+ y +S(24)�  

=30+(0+5)_6=60 

Ú~Ü에서 

S(1)+S(2)+S(3)+ y +S(n)

=30+90+60=180 

답 180 

참고

㉠의 집합이 6개이므로 0을 원소로 더 갖는 집합은 6개, 5를 원소로 더 갖

는 집합도 6개이다.

따라서 Û를 만족시키는 집합 X는 12개이다.

031

{(A;B)'(A-B)};B‌�

={(A;B)'(A;BC)};B�  

={A;(B'BC)};B�  

=(A;U);B�  

=A;B

즉, A;B=B이므로 B,A 

20을 제외한 집합 A의 모든 원소의 합은 

1+3+5+7=16<20 

이므로 S(B)¾20이려면 집합 B는 집합 A의 원소 중 20을 반드

시 원소로 가져야 한다. 

따라서 집합 B의 개수는 

25-1=16 

답 16 

032

ㄱ. ‌�집합 A¢는 4보다 작고 4와 서로소인 자연수 1, 3을 원소로 가

지므로 �  

A¢={1, 3} (참) 

ㄴ. ‌�[반례] k=3이면 �  

Ak=A£={1, 2}, A2k=A¤={1, 5}�  

이므로 n(A2k)=n(Ak) (거짓) 

ㄷ. ‌�k가 짝수이면 k는 항상 2를 약수로 가지므로 Ak의 원소들은 

2와 서로소이다. �  

즉, Ak의 원소에 짝수는 속할 수 없으므로 항상 홀수이다. (참) 

ㄹ. ‌�p가 소수이면 �  

Ap={1, 2, 3, ⋯, p-1}�  

이므로 n(Ap)=p-1 (거짓) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ이다. 

답 ③ 
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033

집합 B의 원소 
100
x  에 대하여 집합 B가 U의 부분집합이므로

1É 100
x  É50  

∴ 2ÉxÉ100 

또, x<U이므로 1ÉxÉ50 

∴ 2ÉxÉ50

즉, 집합 B의 원소는 2 이상 50 이하인 100의 약수이므로 

B={2, 4, 5, 10, 20, 25, 50}

이때 100=2Û`_5Û`이므로 n(A;B)=1이려면 

A;B={2} 또는 A;B={5} 참고

Ú ‌�A;B={2}인 경우�  

k=2_p (p는 5의 배수가 아닌 홀수)의 꼴이어야 하므로 k의 

값은 �  

2_1, 2_3, 2_7, 2_9, 2_11, 2_13, 2_17, 2_19, 

2_21, 2_23�  

의 10개

Û ‌�A;B={5}인 경우�  

k=5_p (p는 5의 배수가 아닌 홀수)의 꼴이어야 하므로 k의 

값은�  

5_1, 5_3, 5_7, 5_9�  

의 4개

Ú, Û에서 자연수 k의 개수는 

10+4=14 

답 14 

참고  

A;B가 2 또는 5 이외의 수를 원소로 가지면 n(A;B)+1이다. 

034

Ak=(Ak-2;Ak-3)-Ak-1에 k=4를 대입하면 

A¢=(Aª;AÁ)-A£ 참고

이때 집합 A¢는 집합 Aª;AÁ에서 집합 A£의 원소를 모두 제외한 

집합이므로 

A£;A¢=a 

Ak=(Ak-2;Ak-3)-Ak-1에 k=5를 대입하면 

A°=(A£;Aª)-A¢

이때 (A£;Aª),A£이고 A£;A¢=a이므로 

A°=A£;Aª, A¢;A°=a 

Ak=(Ak-2;Ak-3)-Ak-1에 k=6을 대입하면 

A¤‌�=(A¢;A£)-A°�  

=a-A°=a 

    ⋮ 

따라서 k¾6일 때 Ak=a이므로 

n(AÁ¼)=0 

답 0 

참고  

집합 A¢를 벤 다이어그램으로 나타내면 오른쪽 그림 AÁ

Aª A£

과 같다. 

다른 풀이

집합 Ak는 집합 Ak-2;Ak-3에서 집합 Ak-1의 원소를 모두 제외

한 집합이므로 

Ak;Ak-1=a 

즉, Ak=(Ak-2;Ak-3)-Ak-1에 k=10을 대입하면

AÁ¼‌�=(A¥;A¦)-A»�  

=a-A»=a

∴ n(AÁ¼)=0 

035

f(m)은 m을 원소로 갖는 집합 Ak의 개수와 같다. 

k가 짝수일 때 

Aª={x|x는 120의 약수}, 

A¢={x|x는 240의 약수}, 

A¤={x|x는 360의 약수}, 

A¥={x|x는 480의 약수}

이때 f(m)이 최대이려면 m이 120, 240, 360, 480의 공약수이어

야 하고, 1ÉmÉ60이므로 m은 60의 약수이다. � …… ㉠ 

k가 홀수일 때 

A£={x|x는 3의 배수}, 

A°={x|x는 5의 배수}, 

A¦={x|x는 7의 배수}

이때 f(m)이 최대이려면 m이 3, 5, 7의 공배수이어야 한다. 

그런데 3, 5, 7의 최소공배수는 105이고, 105>60이므로 m은 3, 

5의 공배수 또는 3, 7의 공배수 또는 5, 7의 공배수이어야 한다. 

� …… ㉡ 

따라서 ㉠, ㉡을 동시에 만족시키는 m의 값은 

15, 30, 60

이고 이때 f(m)=6이므로 구하는 합은 

15+30+60+6=111 

답 ① 

036

합집합을 이용하여 색칠한 부분을 나타내면 

(A-B)'{B-(A'C)}'(C-B) 

=(A-B)'(C-B)'{B-(A'C)}

=(A;BC)'(C;BC)'{B;(A'C)C}

={(A'C);BC}'{(A'C)C;B}

=(A'C)◆B 

답 ② 

참고  

주어진 보기를 벤 다이어그램으로 나타내면 다음과 같다. 

① (A'B)◆C ③ (A;B)◆C
A B C A B C

④ A◆(B'C) ⑤ A◆(B;C)
A B C A B C

04. 집합     061

해(054-069)_고난도_04.indd   61 2026-04-30   오후 4:49:27



037

① 
A

U
B A

U
B

A△B (A△B)�

A
U

B A
U

B

A� -B B-A� 

A
U

B

A� △B

' =

∴ (A△B)C=AC△B 

② 
A

U
B A

U
B

A△B A

A
U

B

(A△B)△A

△ =

 
A

U
B A

U
B

BA△A

A
U

B

(A△A)△B

△ =

∴ (A△B)△A=(A△A)△B 

③ ‌�A,B이면�  

A△B‌�=(A-B)'(B-A)�  

=a'(B-A)=B-A 

④ ‌�A, B가 서로소이면 A-B=A, B-A=B이므로�  

A△B=A'B+a 

⑤ ‌�A△B=(A-B)'(B-A)=a이면�  

A-B=a, B-A=a�  

즉, A,B이고 B,A이므로 A=B�  

또,�  

A△B‌�=(A-B)'(B-A)�  

=(A'B)-(A;B)=U

이면 A'B=U, A;B=a�  

∴ B=U-A=AC

답 ④ 

다른 풀이

① (A△B)C‌�=((A-B)'(B-A))C�  

=(A;BC)C;(B;AC)C�  

=(AC'B);(BC'A) 

AC△B‌�=(AC-B)'(B-AC)�  

=(AC;BC)'(B;A)�  

={AC'(B;A)};{BC'(B;A)}�  

={(AC'B);(AC'A)};{(BC'B);(BC'A)}

={(AC'B);U};{U;(BC'A)}

=(AC'B);(BC'A) 

∴ (A△B)C=AC△B

038

집합 C에서 

{ f(x)}Ü`g(x)=f(x){g(x)}Ü`
{ f(x)}Ü`g(x)-f(x){g(x)}Ü`=0 

f(x)g(x)[{ f(x)}Û`-{g(x)}Û`]=0

f(x)g(x){ f(x)-g(x)}{ f(x)+g(x)}=0 

∴ f(x)g(x)=0 또는 f(x)=g(x) 또는 f(x)=-g(x) 
즉, C=A'B'{x|f(x)=-g(x)}이므로 A,B이고�  

f(x)=-g(x)의 해가 없을 때 n(C)의 값이 최소이다. 주의

따라서 n(C)의 최솟값은 4이다. 

답 ②

참고  

A={x|f(x)=g(x)}는 방정식 f(x)=g(x)를 만족시키는 해의 집합, 

B={x|f(x)g(x)=0}은 방정식 f(x)g(x)=0을 만족시키는 해의 집합, 

C={x|{ f(x)}Ü`g(x)=f(x){g(x)}Ü`}은 방정식 

{ f(x)}Ü`g(x)=f(x){g(x)}Ü`을 만족시키는 해의 집합을 뜻한다. 

주의

n(A)<n(B)이므로 BøA임에 주의한다.

039

n(A)=x (6ÉxÉ12)라 하면 

n(A'B)=n(A)+n(B)-n(A;B)에서 

12=x+n(B)-6 

∴ n(B)=18-x 

즉, n(ACB)=x(18-x)이므로 

x(18-x)=-xÛ`+18x=-(x-9)Û`+81 (6ÉxÉ12)

따라서 집합 ACB의 원소의 개수의 최댓값은 x=9일 때 81이

고, 최솟값은 x=6 또는 x=12일 때 72이므로 최댓값과 최솟값

의 합은 

81+72=153 

답 153 

040

(A'BC)'(A;B)C‌�=(A'BC)'(AC'BC)�  

=(A'AC)'BC�  

=U'BC=U

이므로 

U‌�={1, 3, 4, 7, 10}'{1, 3, 5, 9}�  

={1, 3, 4, 5, 7, 9, 10}

∴ a=n(U)=7 다른 풀이

n((A;B)C)=4이므로 

b‌�=n(A;B)�  

=n(U)-n((A;B)C)�  

=7-4=3 

n(A'BC)=5이므로 

c‌�=n(AC;B)�  

=n(U)-n((AC;B)C)�  

=n(U)-n(A'BC)�  

=7-5=2 

∴ a+b+c=7+3+2=12 

답 ③ 

다른 풀이

(A'BC);(A;B)C‌�=(A'BC);(AC'BC)�  

=(A;AC)'BC�  

=a'BC=BC
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이므로 

BC={1, 3, 4, 7, 10};{1, 3, 5, 9}={1, 3}

즉, n(BC)=2이므로 

n(B)=n(U)-n(BC)=7-2=5 

한편, 

(A;B)'(AC;B)‌�=(A'AC);B�  

=U;B=B 

이고, A;B와 AC;B는 서로소이므로 

n(A;B)+n(AC;B)=n(B) 

따라서 b+c=5이므로

a+b+c=7+5=12

041

P={2, 3, 5, 7, 11, 13}

조건 ㈎에서 n(X-P)=1, n(X'PC)=11 또는 

n(X-P)=11, n(X'PC)=1 

그런데 (X-P),X,(X'PC)에서 

n(X-P)Én(X)Én(X'PC)이므로 

n(X-P)=1, n(X'PC)=11 

이때 n(PC)=n(U)-n(P)=15-6=9이고 

n(X'PC)‌�=n(X)+n(PC)-n(X;PC)�  

=n(PC)+n(X;P) 

이므로 

11=9+n(X;P)  

∴ n(X;P)=2� …… ㉠ 

또, n(X-P)=n(X)-n(X;P)에서 

n(X)‌�=n(X-P)+n(X;P)�  

=1+2=3� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 집합 X는 서로 다른 15 이하의 소수 2개와 15 이하의 

소수가 아닌 자연수 1개를 원소로 갖는다. 

즉, 15 이하의 서로 다른 소수 pÁ, pª와 소수가 아닌 15 이하의 자

연수 k에 대하여 X={pÁ, pª, k}로 나타내면 조건 ㈏에서�  

M=pÁ_pª_k의 양의 약수의 개수가 16=2Ý`이므로 pÁ, pª가 아

닌 서로 다른 소수 p£, p¢에 대하여 

k=p£_p¢ 또는 k=pÁÛ`_p£ 또는 k=p£Ü`

의 꼴이다. 

Ú ‌�k=p£_p¢의 꼴인 경우�  

kÉ15이므로 k=2_3, k=2_5, k=2_7, k=3_5의 4가지 

경우가 있다.�  

각각의 경우마다 k를 제외한 집합 X의 나머지 두 원소를 정하

는 경우는 집합 P의 원소 중 k의 소인수가 아닌 나머지 4개의 

원소 중에서 2개의 원소를 택하는 ¢Cª가지가 있으므로 이때의 

경우의 수는�  

4_¢Cª=24 

Û ‌�k=pÁÛ`_p£의 꼴인 경우�  

kÉ15이므로 k=2Û`_3의 1가지 경우가 있다.�  

k를 제외한 집합 X의 나머지 두 원소를 정하는 경우는 집합 

P의 원소 중 2와 3이 아닌 나머지 4개의 원소 중에서 1개의 

원소를 택하는 ¢CÁ가지가 있으므로 이때의 경우의 수는�  

1_¢CÁ=4 

Ü ‌�k=p£Ü`의 꼴인 경우�  

kÉ15이므로 k=2Ü`의 1가지 경우가 있다.�  

k를 제외한 집합 X의 나머지 두 원소를 정하는 경우는 집합 

P의 원소 중 2가 아닌 나머지 5개의 원소 중에서 2개의 원소

를 택하는 °Cª가지가 있으므로 이때의 경우의 수는�  

1_°Cª=10 

Ú~Ü에서 조건을 만족시키는 부분집합 X의 개수는 

24+4+10=38 

답 38 

042

(5, 0)<A이므로 4x-3y+m=0에서

20+m=0    ∴ m=-20 

집합 A는 직선 4x-3y-20=0과 원 xÛ`+yÛ`=25의 교점의 좌표

의 집합이므로 n(A)는 이 직선과 원의 교점의 개수이다. 

원 xÛ`+yÛ`=25의 중심 (0, 0)과 직선 4x-3y-20=0 사이의 거

리 d는 

d= |-20|
"Ã4Û`+(-3)Û`

=4 

d<5이므로 직선 4x-3y-20=0과 원 xÛ`+yÛ`=25는 다음 그림

과 같이 서로 다른 두 점에서 만난다. 

x

y

O

3x-4y+n=0

4x-3y-20=0
x2+y2=25

∴ n(A)=2

집합 B는 직선 3x-4y+n=0과 원 xÛ`+yÛ`=25의 교점의 좌표의 

집합이므로 n(B)는 이 직선과 원의 교점의 개수이다. 

A;B+a이면 직선 4x-3y-20=0과 원 xÛ`+yÛ`=25의 교점을 

직선 3x-4y+n=0이 지나므로 위의 그림에서 

n<0

그런데 n>0이어야 하므로 

A;B=a 

즉, n(A'B)=n(A)+n(B)-n(A;B)에서 

3=2+n(B)-0  

∴ n(B)=1 

따라서 직선 3x-4y+n=0과 원 xÛ`+yÛ`=25가 접하므로 원의 중

심 (0, 0)과 직선 3x-4y+n=0 사이의 거리가 5이다.

즉, 
|n|

"Ã3Û`+(-4)Û`
=5이므로 

n=25 (∵ n>0)

답 25 

043

과학 축제에 참가한 학생 전체의 집합을 U, VR 체험을 신청한 

학생의 집합을 A, 드론 체험을 신청한 학생의 집합을 B, 3D 펜 

체험을 신청한 학생의 집합을 C라 하면 

n(U)=240, n(A)=120, n(B)=110, n(A;B)=50 

n(A'B)=n(A)+n(B)-n(A;B)에서 

n(A'B)=120+110-50=180 
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세 가지 체험 중 어느 것도 신청하지 않은 학생은 15명이므로 

n(AC;BC;CC)=15 

∴ ‌�n(A'B'C)‌�=n(U)-n((A'B'C)C)�  

=n(U)-n(AC;BC;CC) 참고 �  

=240-15�  

=225 

따라서 3D 펜 체험만 신청한 학생 수는� U
A

B C

n(A'B'C)-n(A'B) 

=225-180

=45 

답 45 

참고 확장  

드모르간의 법칙은 세 개 이상의 집합의 연산에 대해서도 성립한다. 

⑴ (A;B;C; y)C=AC'BC'CC' y
⑵ (A'B'C' y)C=AC;BC;CC; y

044

이 학교 학생 전체의 집합을 U, 축구 활동에 참여하고 싶은 학생

의 집합을 A, 미술 활동에 참여하고 싶은 학생의 집합을 B, 코딩 

활동에 참여하고 싶은 학생의 집합을 C라 하자. 다른 풀이

벤 다이어그램의 각 영역에 속하는 원소의 U
A

B C

x

a

b

4

c

d

e

f

 

개수를 오른쪽 그림과 같이 나타내면 축구, 

미술, 코딩 활동에 모두 참여하고 싶은 학

생은 없으므로 

x=0 

축구 활동에 참여하고 싶은 학생은 34명이

므로 

a+d+f=34� …… ㉠

미술 활동에 참여하고 싶은 학생은 28명이므로 

b+d+e=28� …… ㉡

코딩 활동에 참여하고 싶은 학생은 26명이므로 

c+e+f=26� …… ㉢

㉠+㉡+㉢을 하면 

a+b+c+2(d+e+f)=88 � …… ㉣ 

어느 활동에도 참여하고 싶지 않은 학생은 4명이므로 

a+b+c+d+e+f=60-4=56 � …… ㉤ 

㉣-㉤을 하면 

d+e+f=32 

따라서 세 가지 활동 중 두 가지 활동에만 참여하고 싶은 학생 수

는 32이다. 

답 32 

다른 풀이

n(U)=60, n(A)=34, n(B)=28, n(C)=26, 

n((A'B'C)C)=4, n(A;B;C)=0 

n((A'B'C)C)=4에서 

n(A'B'C)‌�=n(U)-n((A'B'C)C)�  

=60-4�  

=56 

n(A;B;C)=0이므로 세 가지 활동 중 두 가지 활동에만 참여

하고 싶은 학생 수는 

n(A'B'C)=n(A)+n(B)+n(C)-(A;B)

� -n(B;C)-n(C;A)+n(A;B;C)

에서

n(A;B)+n(B;C)+n(C;A) 

=n(A)+n(B)+n(C)-n(A'B'C) 

=34+28+26-56=32

045

이 학급 학생 전체의 집합을 U, 독서 모임 X, Y, Z를 택한 학생

의 집합을 각각 A, B, C라고 하면 

n(A)=18, n(B)=15 

모든 학생은 서로 다른 두 가지를 반드시 선택하여 활동하기로 하

였으므로 모든 학생은 X 또는 Y를 선택하였다. 

즉, U=A'B이므로 

n(U)=n(A'B)=28 

n(A'B)=n(A)+n(B)-n(A;B)에서 

28=18+15-n(A;B)    ∴ n(A;B)=5 

이때 X, Y를 동시에 선택한 학생들을 제외한 나머지 학생들은 Z

를 반드시 선택하였으므로 

n(C)‌�=n(U)-n(A;B)�  

=28-5=23 

답 ①

046
일등급의 메모장

n(A)_n(B)_n(C)의 값은 다음 경우에 최대이다. 

A

B C

A

B C

n(A;B;C)의 값이 최대 n(A'B'C)의 값이 최대 

n(A;B;C)Én(A;B)에서 

0Én(A;B;C)É3  

이때 n(A;B;C)=0이면 n(A;B)=3에서 

n(A;B;CC)=3이고, n(A-C)¾n(A;B;CC)=3이므로 

n(A-C)=2를 만족시키지 않는다. 

∴ n(A;B;C)+0 

또, n(A;B;C)=3이면 n(A;B)=3에서 

n(A;B;CC)=0이므로 n(A-C)=2에서 

n(A;BC;CC)=2 

이때 n(BC;CC)¾n(A;BC;CC)=2이므로 n(BC;CC)É1

을 만족시키지 않는다.

∴ n(A;B;C)+3  

따라서 n(A;B;C)=2 또는 n(A;B;C)=1이고, �  

n(A)_n(B)_n(C)는 n(A;B;C)=2일 때 최댓값, �  

n(A;B;C)=1일 때 최솟값을 갖는다.

Ú ‌�n(A;B;C)=2일 때�  

n(A;B)=3에서 n(A;B;C)=2이므로 �  
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n(A;B;CC)=1�  

n(A-C)=2에서 n(A;B;CC)=1이므로�  

n(A;BC;CC)=1 �  

이때 벤 다이어그램의 각 영역에 속하는 원소의 개수를 나타내

면 다음 그림과 같다. 

U
A

B C

a

b cd

e 1

1 2

n(A)_n(B)_n(C)는 n(A;B;C)와 n(A'B'C)의 

값이 최대일 때 최댓값을 가지므로 �  

e=0�  

또, n(B;C), n(C;A)의 값이 최대이어야 하므로 �  

b=c=0 �  

즉, n(U)=5에서 �  

a+d=1�  

ⓐ ‌�a=1, d=0인 경우�  

n(A)_n(B)_n(C)=5_3_3=45

ⓑ ‌�a=0, d=1인 경우�  

n(A)_n(B)_n(C)=4_4_3=48

ⓐ, ⓑ에서 n(A)_n(B)_n(C)의 최댓값은 48이다. 

Û ‌�n(A;B;C)=1일 때�  

n(A;B)=3에서 n(A;B;C)=1이므로�  

n(A;B;CC)=2�  

n(A-C)=2에서 n(A;B;CC)=2이므로�  

n(A;BC;CC)=0 �  

이때 벤 다이어그램의 각 영역에 속하는 원소의 개수를 나타내

면 다음 그림과 같다. 

a

U
A

B C
b cd

e 0

2 1

한편, n(BC;CC)=n((B'C)C)=eÉ1이고,�  

n(A)_n(B)_n(C)는 n(A;B;C)와 n(A'B'C)의 

값이 최소일 때 최솟값을 가지므로�  

e=1�  

또, n(B;C), n(C;A)의 값이 최소이어야 하므로�  

a=d=0 �  

즉, n(U)=5에서�  

b+c=1�  

ⓐ ‌�b=1, c=0인 경우�  

n(A)_n(B)_n(C)=3_4_1=12 

ⓑ ‌�b=0, c=1인 경우�  

n(A)_n(B)_n(C)=3_3_2=18

ⓐ, ⓑ에서 n(A)_n(B)_n(C)의 최솟값은 12이다. 

Ú, Û에서 n(A)_n(B)_n(C)의 최댓값과 최솟값의 합은�  

48+12=60 

답 60 

047
일등급의 메모장

n(B)의 최솟값을 p라 하면 

k=1일 때, p=1 

k=2일 때, p=1 

  ⋮ 

k=6일 때, p=2

  ⋮

-1 3 4 7 8 9 12 13 17 x

AÁ A°
A¤ AÁ¼

AÁÁ AÁ°

n(B)의 값이 최소이려면 하나의 집합 Ak에 대하여 집합 B의 원

소는 한 개만 포함되어야 한다. � …… ㉠

AÁ={x|-1ÉxÉ3}과 서로소가 아니려면 집합 B는 1 또는 2 

또는 3을 반드시 포함해야 한다. 

n(B)의 최솟값이 4이므로 

B={a, b, c, d} (a, b, c, d는 자연수, a<b<c<d)

로 놓을 수 있다. 

Ú ‌�a=1인 경우�  

Aª, A£도 1을 원소로 갖고, A£={x|1ÉxÉ5}이므로 ㉠에서� 

b>5�  

이때 집합 B가 A¢와 서로소가 아니려면 A¢={x|2ÉxÉ6}

에서�  

b=6�  

A°, A¤, A¦, A¥도 6을 원소로 갖고, A¥={x|6ÉxÉ10}이므

로 ㉠에서�  

c>10�  

이때 집합 B가 A»와 서로소가 아니려면 A»={x|7ÉxÉ11}

에서 �  

c=11�  

AÁ¼, AÁÁ, AÁª, AÁ£도 11을 원소로 갖고,�  

AÁ£={x|11ÉxÉ15}이므로 ㉠에서 �  

d>15�  

이때 집합 B가 AÁ¢와 서로소가 아니려면 AÁ¢={x|12ÉxÉ16} 

에서 �  

d=16�  

따라서 16을 원소로 갖는 집합은 AÁ¢, AÁ°, AÁ¤, AÁ¦, AÁ¥이므

로 이때의 m의 값의 범위는 �  

14ÉmÉ18 

Û ‌�a=2인 경우 �  

Aª, A£, A¢도 2를 원소로 갖고, A¢={x|2ÉxÉ6}이므로 ㉠

에서 �  

b>6�  

이때 집합 B가 A°와 서로소가 아니려면 A°={x|3ÉxÉ7}

에서 �  

b=7�  

A¤, A¦, A¥, A»도 7을 원소로 갖고, A»={x|7ÉxÉ11}이므

로 ㉠에서�  

c>11 �  

이때 집합 B가 AÁ¼과 서로소가 아니려면 �  

AÁ¼={x|8ÉxÉ12}에서 �  
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c=12�  

AÁÁ, AÁª, AÁ£, AÁ¢도 12를 원소로 갖고,�  

AÁ¢={x|12ÉxÉ16}이므로 ㉠에서 �  

d>16�  

이때 집합 B가 AÁ°와 서로소가 아니려면�  

AÁ°={x|13ÉxÉ17}에서 �  

d=17�  

따라서 17을 원소로 갖는 집합은 AÁ°, AÁ¤, AÁ¦, AÁ¥, AÁ»이므

로 이때의 m의 값의 범위는 �  

15ÉmÉ19 

Ü ‌�a=3인 경우�  

Aª, A£, A¢, A°도 3을 원소로 갖고, A°={x|3ÉxÉ7}이므

로 ㉠에서�  

b>7�  

이때 집합 B가 A¤과 서로소가 아니려면 A¤={x|4ÉxÉ8}

에서 �  

b=8�  

A¦, A¥, A», AÁ¼도 8을 원소로 갖고, AÁ¼={x|8ÉxÉ12}이

므로 ㉠에서 �  

c>12 �  

이때 집합 B가 AÁÁ과 서로소가 아니려면 AÁÁ={x|9ÉxÉ13}

에서 �  

c=13�  

AÁª, AÁ£, AÁ¢, AÁ°도 12를 원소로 갖고,�  

AÁ°={x|13ÉxÉ17}이므로 ㉠에서 �  

d>17 �  

이때 집합 B가 AÁ¤과 서로소가 아니려면�  

AÁ¤={x|14ÉxÉ18}에서 �  

d=18�  

따라서 18을 원소로 갖는 집합은 AÁ¤, AÁ¦, AÁ¥, AÁ», Aª¼이므

로 이때의 m의 값의 범위는�  

16ÉmÉ20 

Ú~Ü에서 14ÉmÉ20이므로 자연수 m의 개수는 14, 15, 16, 

17, 18, 19, 20의 7이다.

답 7 

048
일등급의 메모장

⑴ ⑵ ⑶

x

y=f(x)

a 2 x0 b

y=xg(x)

x0 2
b

a

y=xg(x)y=f(x)

f(x)=0 xg(x)=0 f(x)=xg(x)
(⑴~⑶에서의 근의 합집합의 원소의 개수)=n(C)

조건 ㈎에서 n(A)=2이므로 이차방정식 f(x)=0은 서로 다른 

두 실근을 갖는다. 

2<A이므로 두 실근을 2, a (a+2)라 하면 

f(x)=(x-a)(x-2)

조건 ㈎에서 n(B)=1이므로 이차방정식 g(x)=0은 중근을 갖

는다. 

중근을 b라 하면 

g(x)=(x-b)Û`

집합 C에서

{ f(x)-xg(x)}Ü`={ f(x)}Ü`-{xg(x)}Ü`
xf(x)g(x){ f(x)-xg(x)}=0

∴ x=0 또는 f(x)=0 또는 g(x)=0 또는 f(x)=xg(x)
즉, 

C‌�={0}'{x|f(x)=0}'{x|g(x)=0}'{x|f(x)=xg(x)}�  

={0, 2, a, b}'{x|f(x)=xg(x)}
조건 ㈎에서 n(C)=3이므로 {0, 2, a, b}의 원소가 3개 이하이

어야 한다. 

∴ a=0 또는 a=b 또는 b=0 또는 b=2 

Ú ‌�a=0인 경우 �  

f(x)=xg(x)에서�  

x(x-2)=x(x-b)Û`�  

x(x-b)Û`-x(x-2)=0�  

x{xÛ`-(2b+1)x+bÛ`+2}=0�  

∴ x=0 또는 xÛ`-(2b+1)x+bÛ`+2=0�  

이때 h(x)=xÛ`-(2b+1)x+bÛ`+2라 하고�  

S={0, 2, b}, Sh={x|h(x)=0}�  

이라 하면 C=S'Sh이다.�

ⓐ ‌�0<Sh일 때�  

h(0)=bÛ`+2+0이므로 모순이다. (∵ bÛ`¾0)

ⓑ ‌�2<Sh일 때�  

h(2)‌�=4-4b-2+bÛ`+2�  

=(b-2)Û`=0

∴ b=2�  

b=2이면 S={0, 2}이고�  

h(x)=xÛ`-5x+6=(x-2)(x-3)�  

이므로 Sh={2, 3}에서 �  

C=S'Sh={0, 2, 3}�  

∴ n(C)=3 

ⓒ ‌�b<Sh일 때�  

h(b)‌�=bÛ`-b(2b+1)+bÛ`+2�  

=-b+2=0

∴ b=2�  

따라서 n(C)=3이다. (∵ ⓑ)

ⓓ ‌�Sh=a일 때�  

C=S이고, 이차방정식 h(x)=0이 실근을 갖지 않는다.�  

이차방정식 h(x)=0의 판별식을 D라 하면�  

D=(2b+1)Û`-4(bÛ`+2)<0�  

4b-7<0

∴ b<;4&; 

조건 ㈏에서 b¾0이고, n(C)=n(S)=3이려면 b+0이어

야 하므로 

0<b<;4&;

ⓐ~ⓓ에서 0<b<;4&; 또는 b=2

Û ‌�a=b인 경우�  

f(x)=xg(x)에서�  

(x-b)(x-2)=x(x-b)Û`�  
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x(x-b)Û`-(x-b)(x-2)=0�  

(x-b){xÛ`-(b+1)x+2}=0�  

∴ x=b 또는 xÛ`-(b+1)x+2=0 �  

이때 h(x)=xÛ`-(b+1)x+2라 하고�  

S={0, 2, b}, Sh={x|h(x)=0}�  

이라 하면 C=S'Sh이다. �  

a+2, a=b이므로 b+2�  

ⓐ ‌�0<Sh일 때�  

h(0)=2+0이므로 모순이다. 

ⓑ ‌�2<Sh일 때�  

h(2)‌�=4-2b-2+2�  

=-2b+4=0

즉, b=2이므로 모순이다. 

ⓒ ‌�b<Sh일 때�  

h(b)‌�=bÛ`-bÛ`-b+2�  

=-b+2=0

즉, b=2이므로 모순이다. 

ⓓ ‌�Sh=a일 때 �  

C=S이고, 이차방정식 h(x)=0이 실근을 갖지 않는다.�  

이차방정식 h(x)=0의 판별식을 D라 하면�  

D=(b+1)Û`-8<0�  

bÛ`+2b-7<0�  

{b-(-1-2'2)}{b-(-1+2'2)}<0�  

∴ -1-2'2<b<-1+2'2�  

조건 ㈏에서 b¾0이고, n(C)=n(S)=3이려면 b+0이어

야 하므로 �  

0<b<-1+2'2 
ⓐ~ⓓ에서 0<b<-1+2'2 

Ü ‌�b=0인 경우�  

f(x)=xg(x)에서 �  

(x-a)(x-2)=xÜ`�  

xÜ`-xÛ`+(a+2)x-2a=0�  

이때 h(x)=xÜ`-xÛ`+(a+2)x-2a라 하고 �  

S={0, 2, a}, Sh={x|h(x)=0}�  

이라 하면 C=S'Sh이다. �  

a=0인 경우는 Ú에서 보였으므로 a+0이라 하자. �  

a+2, a+0이므로 n(S)=3이고, 이때 n(C)=3이려면 �  

Sh,S이어야 한다. �  

ⓐ ‌�0<Sh일 때�  

h(0)=-2a+0이므로 모순이다. 

ⓑ ‌�2<Sh일 때�  

h(2)‌�=8-4+2a+4-2a�  

=8+0

이므로 모순이다. 

ⓒ ‌�a<Sh일 때�  

h(a)‌�=aÜ`-aÛ`+aÛ`+2a-2a�  

=aÜ`=0

즉, a=0이므로 모순이다. 

ⓓ ‌�Sh=a일 때�  

C=S이고, 삼차방정식 h(x)=0이 실근을 갖지 않아야 한

다.�  

그러나 삼차방정식은 항상 실근을 가지므로 모순이다.

ⓐ~ⓓ에서 b+0

참고

Ý ‌�b=2인 경우�  

f(x)=xg(x)에서�  

(x-a)(x-2)=x(x-2)Û`�  

x(x-2)Û`-(x-a)(x-2)=0�  

(x-2)(xÛ`-3x+a)=0�  

∴ x=2 또는 xÛ`-3x+a=0�  

이때 h(x)=xÛ`-3x+a라 하고�  

S={0, 2, a}, Sh={x|h(x)=0}�  

이라 하면 C=S'Sh이다. �  

a=0인 경우는 Ú에서 보였으므로 a+0이라 하자. �  

a+2, a+0이므로 n(S)=3이고, 이때 n(C)=3이려면 �  

Sh,S이어야 한다.�  

ⓐ ‌�0<Sh일 때 �  

h(0)=a+0이므로 모순이다.

ⓑ ‌�2<Sh일 때�  

h(2)‌�=4-6+a�  

=a-2=0

즉, a=2이므로 모순이다.

ⓒ ‌�a<Sh일 때�  

h(a)‌�=aÛ`-3a+a=aÛ`-2a�  

=a(a-2)=0

즉, a=2 또는 a=0이므로 모순이다. 

ⓓ ‌�Sh=a일 때�  

C=S이고, 이차방정식 h(x)=0이 실근을 갖지 않는다.

이차방정식 h(x)=0의 판별식을 D라 하면

D=9-4a<0  

∴ a>;4(; 

즉, a>;4(;인 모든 a에 대하여 n(C)=3이 성립한다. 

ⓐ~ⓓ에서 b=2 

Ú~Ý에서 -1+2'2>;4&;이므로 

0<b<-1+2'2 또는 b=2 

따라서 집합 B의 원소, 즉 b의 값으로 가능한 값의 집합이 �

{x|0<x<-1+2'2 }'{2}이므로 

a=0, b=-1+2'2, c=2

∴ a+b+c=0+(-1+2'2)+2=1+2'2 
답 1+2'2 

참고 확장  

삼차방정식이 실근을 반드시 갖는 이유

삼차방정식이 허근만을 가진다고 가정하자. 

서로 다른 세 허근을 zÁ, zª, z£이라 하면 각각의 켤레복소수 또한 삼차방

정식의 근이므로

{zÁ, zª, z£}={zÁÕ, zªÕ, z£Õ}

zÁ은 허수이므로 zÁÕ+zÁ이고, zÁÕ=zª 또는 zÁÕ=z£이다. 

이때 zÁÕ=zª라 하면 zªÕ=zÁ이 성립한다. 

즉, {zÁ, zª, z£}={zª, zÁ, z£Õ}에서 z£+zÁ, z£+zª이므로 z£=z£Õ

이는 z£이 허수라는 사실에 모순이다. 

따라서 삼차방정식은 반드시 실근을 갖는다. 

기하적으로 접근하여 생각해 보면 최고차항의 계수가 양수인 삼차함수의 

그래프는 일차함수의 그래프와 비슷하게 오른쪽 위를 향해 가므로 x의 값

이 증가함에 따라 일부 구간을 제외하고는 함숫값이 전체적으로 증가하는 

양상을 보인다. �  

따라서 삼차함수의 그래프는 반드시 x축을 지나게 되므로 삼차방정식의 
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실근이 항상 존재함을 알 수 있다. 

x

y

O
x

y

O

일차함수 삼차함수
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         ⑵
⑶

⑴

A 1 2 3 4 5 6 7 8

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓

B 1 5 2 6 3 7 4 8

⑴ ‌�1<A이면 1<B이므로 1<(A;B)�  

또, 8<A이면 8<B이므로 8<(A;B)

⑵ 2, 3, 5는 서로 어느 집합에 속할지 영향을 준다. 

⑶ 4, 6, 7은 서로 어느 집합에 속할지 영향을 준다.

전체집합 U={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}의 원소 중에서 조건 ㈐를 

만족시키는 a<A, b<B를 순서쌍 (a, b)로 나타내면 다음과 같

다. 

(1, 1), (2, 5), (3, 2), (4, 6), (5, 3), (6, 7), (7, 4), (8, 8)

즉, 1과 8은 A-B의 원소가 될 수는 없지만 

A;B 또는 B-A

의 원소가 될 수 있다. 참고

즉, n(A-B)Én(B-A)이고, n(A-B)=2이므로 

n(B-A)¾2� …… ㉠ 

한편, n(A'B)=5, n(A-B)=2에서 

n(A)+n(B)-n(A;B)=5 

n(A)-n(A;B)=2

위의 두 식을 연립하여 풀면

n(B)=3 

이때 n(B-A)Én(B)이므로 

n(B-A)É3� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 2Én(B-A)É3이므로 

n(B-A)=2 또는 n(B-A)=3 

따라서 집합 B-A에 속하는 모든 원소의 합은 n(B-A)=2일 

때 최솟값, n(B-A)=3일 때 최댓값을 갖는다. 

Ú ‌�n(B-A)=2인 경우�  

집합 B-A에 속하는 모든 원소의 합의 최솟값을 찾기 위해 1

부터 차례대로 집합 B-A의 원소로 택하여 생각해 보자. 

ⓐ ‌�1<(B-A)일 때, n(A-B)=2, n(B-A)=2를 만족

시키는 두 집합 A, B가 존재하지 않으므로�  

1²(B-A)

ⓑ ‌�2<(B-A)일 때, 3<A이므로 �  

3²(B-A)

ⓒ 4<(B-A)일 때, 7<A이다. 

ⓐ~ⓒ에서�  

{3, 7},A, B-A={2, 4}�  

이므로 가능한 경우는 다음 그림의 4가지이다. 

A
U

B

1
4

2

7

3

A
U

B

3
2

4

5

7

A
U

B

8
4

2

7

3

A
U

B

7
2

4

3

6

따라서 집합 B-A에 속하는 모든 원소의 합의 최솟값은�  

m=2+4=6 

Û ‌�n(B-A)=3인 경우�  

집합 B-A에 속하는 모든 원소의 합의 최댓값을 찾기 위해 8

부터 차례로 집합 B-A의 원소로 택하여 생각해 보자.�  

ⓐ 8<(B-A)는 가능하다.�  

ⓑ ‌�7<(B-A)일 때, 6<A-B이므로 �  

6²B-A

ⓒ 5<(B-A)일 때, 2<A-B이다.�  

ⓐ~ⓒ에서 �  

{2, 6},A, B-A={5, 7, 8}�  

이므로 가능한 경우는 다음 그림의 1가지이다. 

A

U

5

7 8
2

6

B

따라서 집합 B-A에 속하는 모든 원소의 합의 최댓값은�  

M=5+7+8=20 

Ú, Û에서 M=20, m=6이므로 

M+m=26 

답 ② 

참고  

조건 ㈐에서 그 역이 항상 성립하는 것은 아니므로 a+1
2 <B 또는

a+8
2 <B이어도 a²A일 수 있다. 

050
일등급의 메모장

ㄱ. k가 최대 ➡ a=b=0 

ㄴ. ab=0	�➡ a=0 또는 b=0�  

➡ (전체)-(a+0 그리고 b+0)�  

➡ (100 이하의 자연수)-(6의 배수)

ㄷ. 2a_3bÉ100 ➡ abÉ6

ㄱ. ‌�(a, b, k)<A일 때, 2a_3b_k<U를 만족시킨다.�  

2a_3b_k에서 k의 값이 최대가 되려면 2a_3b의 값이 최소가 

되어야 한다.�  

즉, 2â`_3â`=1일 때 k의 최댓값은 100 이하의 2, 3과 서로소
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인 자연수 중 가장 큰 수이므로 97이다. (참)

ㄴ. ‌�집합 A-B¼에 대하여 (a, b, k)<(A-B¼)이라 하면 ab+0

이므로�  

a¾1, b¾1�  

즉, 2a_3b_k는 2의 배수이면서 3의 배수이므로 6의 배수이

고, 100 이하의 자연수 중 6의 배수의 개수는 16이다.�  

서로 다른 6의 배수 2aÁ_3bÁ_kÁ, 2aª_3bª_kª에 대하여 2, 3, 

kÁ이 서로소이고 2, 3, kª가 서로소이므로�  

(aÁ, bÁ, kÁ)+(aª, bª, kª)이다.�  

따라서 2a_3b_k가 6의 배수일 때 그 각각에 대하여 정해지

는 순서쌍 (a, b, k)가 서로 다르므로 n(A-B¼)은 6의 배수

의 개수인 16이다.�  

이때 B¼,A이므로 n(A-B¼)=n(A)-n(B¼)이고�  

n(A)=100이므로 �  

n(B¼)=100-16=84 (참)

ㄷ. ‌�2a_3b_k<U일 때, 2a_3b_kÉ100이고 k¾1이므로�  

2a_3bÉ100�  

이를 만족시키는 음이 아닌 정수 a, b의 순서쌍 (a, b)를 구

하면 �  

(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (1, 0), (2, 0), �  

(3, 0), (4, 0), (5, 0), (6, 0), (1, 1), (1, 2), (1, 3), �  

(2, 1), (2, 2), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (5, 1), (6, 1)�  

이므로 0ÉabÉ6�  

따라서 100 이하의 임의의 자연수를 2a_3b_k로 나타내었을 

때, 0ÉabÉ6이므로 집합 A의 모든 원소 B¼, BÁ, Bª, y, 

B¤ 중 한 집합에 속하게 된다. �  

∴ B¼'BÁ' y 'B¤=A�  

한편, i+j일 때 Bi;Bj=a이므로�  

n(B¼)+n(BÁ)+n(Bª)+ y +n(B¤)�  

=n(B¼'BÁ' y 'B¤)�  

=n(A)=100 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 

052
일등급의 메모장

⑴ n(S)의 값에 따른 집합 S를 설정한다. 

⑵ 집합 S의 모든 원소가 조건 ㈏를 만족시키는지 판단한다. 

⑶ 가능한 집합 S의 개수를 구한다.

조건 ㈎에서 A<S이고 a<S이므로 n(S)¾2이다. 

Ú ‌�n(S)=2인 경우�  

S={a, A}�  

이때 a;A=a<S, a'A=A<S이므로 조건 ㈏를 만족시

킨다.�  

따라서 n(S)=2일 때 집합 S의 개수는 1이다. 

Û ‌�n(S)=3인 경우�  

집합 A의 a과 A가 아닌 부분집합 B에 대하여 �  

S={a, A, B}라 하자. �  

Ú에서 a과 A는 조건 ㈏를 만족시키므로 a과 B, A와 B의 

관계를 생각해 보자. �  

a;B=a<S, a'B=B<S�  

A;B=B<S, A'B=A<S�  

따라서 집합 S={a, A, B}는 조건 ㈏를 만족시킨다. �  

집합 B는 A의 부분집합 중 a과 A를 제외한 것이므로 그 개

수는 �  

2Ý`-2=14�  

따라서 n(S)=3일 때 집합 S의 개수는 14이다. 

Ü ‌�n(S)=4인 경우�  

집합 A의 a과 A가 아닌 서로 다른 두 부분집합 B, C에 대하

여 S={a, A, B, C}라 하자. �  

ⓐ ‌�B;C=a일 때�  

B<S, C<S이므로 조건 ㈏에 의하여 (B'C)<S이어야 

한다. �  

B+a, C+a, B;C=a이므로�  

B'C+a, B'C+B, B'C+C�  

즉, B'C=A이어야 하고, B;C=a이므로 �  

C=BC�  

집합 A의 a과 A가 아닌 부분집합의 개수는�  

2Ý`-2=14�  

이때 각각의 부분집합에 대하여 B와 BC을 원소로 하는 집

합 {B, BC}의 개수는 

:Á2¢:=7 

따라서 B;C=a일 때 집합 S의 개수는 7이다. 

ⓑ ‌�B;C=B 또는 B;C=C일 때�  

임의의 두 집합 B, C에 대하여 B;C=B인 경우와�  

B;C=C인 경우는 같으므로 B;C=B라 하자. �

B;C=B이면 B,C이므로 B'C=C�  

따라서 조건 ㈏를 만족시킨다. �  

n(C)=3일 때, n(B)=2 또는 n(B)=1이므로 두 집합 

B, C를 정하는 경우의 수는 �  

¢C£_(£Cª+£CÁ)=4_(3+3)=24 � …… ㉠  

n(C)=2일 때, n(B)=1이므로 두 집합 B, C를 정하는 

경우의 수는 �  

¢Cª_ªCÁ=6_2=12� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 B;C=B일 때 집합 S의 개수는�  

24+12=36 

ⓐ, ⓑ에서 n(S)=4일 때 집합 S의 개수는�  

7+36=43 

Ú~Ü에서 구하는 집합 S의 개수는

1+14+43=58 

답 58 
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명제
Ⅱ. 집합과 명제

001 

ㄱ. x의 값에 따라 참, 거짓이 달라지므로 명제가 아니다. 

ㄴ. nÛ`=3인 자연수 n은 존재하지 않으므로 거짓인 명제이다. 

ㄷ. 참인 명제이다. 

ㄹ. ‌�삼각형 ABC의 세 변의 길이에 따라 참, 거짓이 달라지므로 

명제가 아니다. 

ㅁ. x>2이면 참이고 xÉ2이면 거짓이므로 명제가 아니다. 

따라서 명제인 것은 ㄴ, ㄷ이다. 

답 ② 

002

xÛ`>x에서 

xÛ`-x>0, x(x-1)>0 

∴ x<0 또는 x>1 

두 조건 p, q를 

p: x>0, 

q: x<0 또는 x>1 

이라 하고 두 조건 p, q의 진리집합을 P, Q라 하면 

P={x|x>0}, 

Q={x|x<0 또는 x>1}

이므로 

QC={x|0ÉxÉ1}

∴ P;QC={x|0<xÉ1}

이때 주어진 명제 p 1° q가 거짓임을 보이는 반례는 집합 P;QC

의 원소이므로 자연수 n에 대하여 

n=1 

답 1 

003

세 조건 p, q, r의 진리집합을 P, Q, R라 하면 

P={x|0ÉxÉ2}

Q={x|x¾3}

R={x|-1ÉxÉ3}

x0 2 3-1

P QR

ㄱ. P,R이므로 명제 p 1° r는 참이다. 

ㄴ. QøP이므로 명제 q 1° p는 거짓이다. 

ㄷ. ‌�[반례] x=3이면 3<R이지만 3²QC이므로 명제 r 1° ~q

는 거짓이다. 

따라서 참인 명제는 ㄱ이다. 

답 ① 

004 

ㄱ. Q,P이므로 명제 q 1° p는 참이다. 

|x-1|É2에서 -2Éx-1É2 
∴ -1ÉxÉ3 

ㄴ. PøR이므로 명제 p 1° r는 거짓이다. 

ㄷ. ‌�Q;R=a이므로 R,QC�  

즉, 명제 r 1° ~q는 참이다.

ㄹ. ‌�Q,P이므로 PC,QC�  

즉, 명제 ~p 1° ~q는 참이다. 

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ, ㄹ이다. 

답 ④ 

다른 풀이

ㄹ. ‌�ㄱ에서 명제 q 1° p가 참이므로 이 명제의 대우 ~p 1° ~q 

도 참이다. 

005

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하자.

명제 p 1° ~q가 참이 되려면 P,QC이므로 

Q,PC

명제 ~p 1° q가 참이 되려면 

PC,Q 

즉, Q,PC이고 PC,Q이므로 

Q=PC

p: 2x-a=0에서 x=;2A;이므로 

P=[;2A;] 

Q=PC에서

Q=[x|x+;2A;인 실수]

따라서 부등식 xÛ`-bx+9>0의 해가 x+;2A;인 모든 실수이므로 

이차방정식 xÛ`-bx+9=0의 판별식을 D라 하면

D=bÛ`-36=0    ∴ b=6 (∵ b>0)

이때 q: xÛ`-6x+9>0에서 (x-3)Û`>0이므로 x+3

∴ Q={x|x+3인 실수}

즉, ;2A;=3이므로 a=6 

∴ a+b=6+6=12 

답 12 

006

‘모든 실수 x에 대하여 axÛ`+2x+4¾0이어야 한다.’가 참인 명제

가 되려면 이차방정식 axÛ`+2x+4¾0의 판별식을 D라 할 때

D 
4 =1Û`-4aÉ0    ∴ a¾;4!;� …… ㉠ 

‘어떤 실수 x에 대하여 |x|=4-a이어야 한다.’가 참인 명제가 되

려면 4-a¾0이어야 하므로 

aÉ4� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 ;4!;ÉaÉ4이므로 자연수 a의 최댓값과 최솟값의 곱은

4_1=4

답 4 

007 

전체집합 U={1, 2, 5, 10}에 대하여 주어진 명제가 참이 되려면 
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부분집합 A의 원소 중 적어도 하나는 소수이어야 한다. 

Ú ‌�2<A인 경우�  

집합 A의 개수는 �  

24-1=2Ü`=8 

Û ‌�5<A인 경우�  

집합 A의 개수는 �  

24-1=2Ü`=8 

Ü ‌�2<A, 5<A인 경우�  

집합 A의 개수는 �  

24-2=2Û`=4 

Ú~Ü에서 집합 A의 개수는 

8+8-4=12 

답 12 

다른 풀이

집합 AC은 소수를 원소로 갖지 않는 집합이므로 집합 {1, 10}의 

부분집합이다. 

즉, 집합 AC의 개수는

2Û`=4 

따라서 집합 A의 개수는

2Ý`-4=16-4=12 

008

주어진 명제가 참이므로 그 대우 

‘x<a이고 y<a이면 x+y<5이다.’

도 참이다. 

x<a, y<a에서 x+y<2a이므로 

2aÉ5    ∴ aÉ;2%;

따라서 실수 a의 최댓값은 ;2%;이다. 

답 ;2%;

009

① ‌�p: |x|=2에서 �  

x=-2 또는 x=2�  

q: xÛ`=4에서 �  

x=-2 또는 x=2 �  

즉, p는 q이기 위한 필요충분조건이다. 

② ‌�p: xÜ`-yÜ`=0에서 �  

(x-y)(xÛ`+xy+yÛ`)=0  �    

∴ x=y (∵ xÛ`+xy+yÛ`>0)�  

q: xÛ`-yÛ`=0에서 �  

(x+y)(x-y)=0  �    

∴ x=-y 또는 x=y�  

즉, p는 q이기 위한 충분조건이지만 필요조건은 아니다. 

③ ‌�p 1° q: x가 정수이면 xÛ`도 정수이므로 �  

p jjK q�  

q 1° p: [반례] x='2이면 xÛ̀은 정수이지만 x는 정수가 아니다. 

즉, p는 q이기 위한 충분조건이지만 필요조건은 아니다. 

④ ‌�p 1° q: x>y>0이면 xÛ`>yÛ`이므로 �  

p jjK q�  

q 1° p: [반례] x=-2, y=1이면 xÛ`>yÛ`이지만 x<y이다.�  

즉, p는 q이기 위한 충분조건이지만 필요조건은 아니다. 

⑤ ‌�p 1° q: [반례] x=1, y=1, z=2이면�  

(x-y)(y-z)(z-x)=0이지만 x=y+z이다. 

q 1° p: x=y=z이면 (x-y)(y-z)(z-x)=0이므로�  

q jjK p�  

즉, p는 q이기 위한 필요조건이지만 충분조건은 아니다. 

따라서 조건 p가 조건 q이기 위한 필요조건이지만 충분조건은 아

닌 것은 ⑤이다. 

답 ⑤ 

010

p: (x+1)(x+2)(x-3)=0에서 

x=-2 또는 x=-1 또는 x=3 

q: xÛ`+kx+k-1=0에서 

(x+1)(x+k-1)=0  

∴ x=-1 또는 x=-k+1 

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면 

P={-2, -1, 3}, Q={-1, -k+1}

p가 q이기 위한 필요조건이 되려면 Q,P이어야 한다.

이때 -k+1<Q이므로 -k+1<P 

Ú -k+1=-2이면 k=3 

Û -k+1=-1이면 k=2 

Ü -k+1=3이면 k=-2 

Ú~Ü에서 모든 정수 k의 값의 곱은 

3_2_(-2)=-12 

답 ④ 

011

~r jjK ~p에서 p jjK r 
~s jjK q에서 ~q jjK s 
삼단논법에 의하여 p jjK r, ~q jjK s일 때, 명제 r 1° ~q가 참이

면 명제 p 1° s도 참이 된다. 

따라서 반드시 필요한 참인 명제는 ③이다. 

답 ③ 

012

주어진 명제의 대우는 

‘n이 3의 배수가 아니면 nÛ`도 3의 배수가 아니다.’ 

이다. 

음이 아닌 정수 k에 대하여 

Ú ‌�n=3k+1이면 �  

nÛ`‌�=(3k+1)Û`�  

=9kÛ`+6k+1�  

=3(㈎: 3kÛ`+2k )+1 

즉, nÛ`은 3의 배수가 아니다. 

Û ‌�n=3k+2이면 �  

nÛ`‌�=(3k+2)Û`�  

=9kÛ`+12k+4�  

=3(3kÛ`+4k+1)+ ㈏: 1
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즉, nÛ`은 3의 배수가 아니다. 

Ú, Û에서 f(k)=3kÛ`+2k, a=1이므로 

f(a)=f(1)=3+2=5 

답 5 

013

x>3에서 x-3>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

4x+ 1 
x-3 =4(x-3)+ 1 

x-3 +12 

	 	 ¾2¾¨4(x-3)_ 1 
x-3 +12

	 	 =2_2+12

	 	 =16 {단, 등호는 4(x-3)= 1 
x-3 일 때 성립한다.}

따라서 k¾16이므로 실수 k의 최솟값은 16이다. 

답 ⑤ 

014

두 직선 y=f(x), y=g(x)의 기울기가 각각 ;2A;, ;b!;이고 두 직선

이 서로 평행하므로 

;2A;=;b!;    ∴ ab=2 

a>0, b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

(a+1)(b+2)‌�=ab+2a+b+2�  

=4+2a+b�  

¾4+2'Ä2ab�  

=4+2_2�  

=8 (단, 등호는 2a=b일 때 성립한다.)

따라서 (a+1)(b+2)의 최솟값은 8이다. 

답 8 

015

잔디밭의 넓이가 144`mÛ`이므로

xy=144 

데크의 넓이는

(x+2)(y+2)-xy=2(x+y)+4 

x>0, y>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

2(x+y)+4‌�¾2_2'¶xy+4�  

=4_12+4�  

=52 (단, 등호는 x=y=12일 때 성립한다.)

따라서 a=52, b=12, c=12이므로 

b(a-c)=12_(52-12)=480 

답 ① 

016

x, y가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여 

(2Û`+1Û`)(xÛ`+yÛ`)¾(2x+y)Û`

이때 xÛ`+yÛ`=a이므로 

5a¾(2x+y)Û`

x=y이면 xy=144에서

x=y=12 (∵ x>0, y>0)

∴ -'¶5aÉ2x+yÉ'¶5a {단, 등호는 ;2{;=y일 때 성립한다.}

따라서 2x+y의 최댓값은 '¶5a, 최솟값은 -'¶5a이고 최댓값과 최

솟값의 차가 30이므로

'¶5a-(-'¶5a)=30

2'¶5a=30, 20a=900 

∴ a=45 

답 45

017

P+a이므로 이차방정식 xÛ̀-6x+m+7=0의 판별식을 D라 하면

D 
4 =(-3)Û`-(m+7)¾0    ∴ mÉ2 

이때 m은 자연수이므로 

m=1 또는 m=2 

또, 0<|x-n|É5에서 x+n이고 n-5ÉxÉn+5이므로

n-5Éx<n 또는 n<xÉn+5

∴ Q={x|n-5Éx<n 또는 n<xÉn+5}

P'Q=Q이어야 하므로 

P,Q

Ú ‌�m=1일 때 �  

xÛ`-6x+8=(x-2)(x-4)É0에서 �  

P={x|2ÉxÉ4}�  

이므로 P,Q이려면�  

P,{x|n-5Éx<n} 또는 P,{x|n<xÉn+5}�  

이어야 한다. 

ⓐ ‌�P,{x|n-5Éx<n}일 때 �  

n-5É2, 4<n에서 �
xn n+5n-5 2 4

P
QQ

 

4<nÉ7�  

즉, P,Q가 되도록 하는 자연수 n의 값은 5, 6, 7이다. 

ⓑ ‌�P,{x|n<xÉn+5}일 때 �  

n<2, 4Én+5에서 �
xn n+5n-5 2 4

Q Q
P  

-1Én<2�  

즉, P,Q가 되도록 하는 자연수 n의 값은 1이다. 

ⓐ, ⓑ에서 mn의 값은 1, 5, 6, 7이다. 

Û ‌�m=2일 때 �  

xÛ`-6x+9=(x-3)Û`É0에서 �  

P={3}�  

이므로 P,Q이려면 �  

n-5É3<n 또는 n<3Én+5�  

‌�즉, 3<nÉ8 또는 -2Én<3이므로 P,Q가 되도록 하는 자

연수 n의 값은 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8이다.�  

따라서 mn의 값은 2, 4, 8, 10, 12, 14, 16이다. 

Ú, Û에서 mn의 최댓값은 16이다. 

답 16 

018

ㄱ. [반례] x=;2!;이면 |x|=|x-1|이다. (거짓)

ㄴ. [반례] x=-7이면 xÛ`+6x-7=0이다. (거짓)

ㄷ. ‌�nÜ`-n=(n-1)n(n+1)이므로 음이 아닌 연속하는 세 정수

의 곱이다. �  

0<|x-n|에서 x+n
|x-n|É5에서 n-5ÉxÉn+5
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이때 음이 아닌 연속하는 세 정수 중 하나는 0 또는 3의 배수

이므로 nÜ`-n은 3으로 나누어떨어진다. (참)

ㄹ. ‌�자연수 m, n에 대하여 mn이 홀수이면 m, n이 모두 홀수이

므로 mÛ`, nÛ`도 모두 홀수이다. �  

따라서 mÛ`+nÛ`은 짝수이다. (거짓) 참고

따라서 옳은 것은 ㄷ이다. 

답 ㄷ 

참고

(짝수)_(짝수)=(짝수), (짝수)_(홀수)=(짝수), �  

(홀수)_(홀수)=(홀수)이므로 두 자연수를 곱하여 홀수인 경우는 두 

자연수가 홀수인 경우이다. 

한편, m=2k+1, n=2l+1 (k, l은 음이 아닌 정수)로 놓으면 

mÛ`=(2k+1)Û`=2(2kÛ`+2k)+1,

nÛ`=(2l+1)Û`=2(2lÛ`+2l)+1 

이므로 mÛ`, nÛ`은 모두 홀수이고 

mÛ`+nÛ`=2(2kÛ`+2lÛ`+2k+2l+1)

이므로 mÛ`+nÛ`은 짝수이다. 

019

p: |3x-k+2|É5에서 

-5É3x-k+2É5    ∴ 
k-7 
3 ÉxÉ k+3 

3

q: (x-2)(x-6)É0에서 

2ÉxÉ6

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면 

P=[x| k-7 
3 ÉxÉ k+3 

3 ]

Q={x|2ÉxÉ6}

QC={x|x<2 또는 x>6}

두 명제 p 1° q, p 1° ~q가 모두 거짓이 되려면

P;Q+a, P;QC+a

이어야 한다. 

Ú 
k-7 
3 <2, k+3 

3 ¾2인 경우

x62k-7-3
k+3-3

QC QCQ
P

∴ 3Ék<13 

Û 
k-7 
3 É6, k+3 

3 >6인 경우

x62 k-7-3
k+3-3

QC QCQ
P

∴ 15<kÉ25 

Ú, Û에서 3Ék<13 또는 15<kÉ25이므로 이를 만족시키는 

정수 k의 개수는 

10+10=20 

답 20 

020

xÛ`É6x에서

x(x-6)É0, 0ÉxÉ6  

∴ P={1, 2, 3, 4, 5, 6}

조건 ㈎에서 P,Q 

조건 ㈏에서 Q,RC이므로 Q;R=a

조건 ㈐에서 R,PC, 즉 R,{7, 8, 9, 10}

따라서 세 집합 P, Q, R의 관계를 벤 다

P
Q

R

U

이어그램으로 나타내면 오른쪽 그림과 같

다. 다른 풀이

Ú ‌�n(R)=0일 때�  

집합 R의 개수는 ¢C¼=1�  

n(RC)=10이므로 P,Q,RC을 만족시키는 집합 Q의 개수는 

210-6=2Ý`=16�  

따라서 순서쌍 (Q, R)의 개수는 �  

1_16=16 

Û ‌�n(R)=1일 때�  

집합 R의 개수는 ¢CÁ=4�  

n(RC)=9이므로 P,Q,RC을 만족시키는 집합 Q의 개수는 

29-6=2Ü`=8�  

따라서 순서쌍 (Q, R)의 개수는 �  

4_8=32 

Ü ‌�n(R)=2일 때�  

집합 R의 개수는 ¢Cª=6�  

n(RC)=8이므로 P,Q,RC을 만족시키는 집합 Q의 개수는� 

28-6=2Û`=4�  

따라서 순서쌍 (Q, R)의 개수는�  

6_4=24 

Ý ‌�n(R)=3일 때�  

집합 R의 개수는 ¢C£=4�  

n(RC)=7이므로 P,Q,RC을 만족시키는 집합 Q의 개수는 

27-6=2�  

따라서 순서쌍 (Q, R)의 개수는�  

4_2=8 

Þ ‌�n(R)=4일 때�  

집합 R의 개수는 ¢C¢=1�  

n(RC)=6이므로 P,Q,RC을 만족시키는 집합 Q의 개수는 

1 �  

따라서 순서쌍 (Q, R)의 개수는�  

1_1=1 

Ú~Þ에서 구하는 순서쌍 (Q, R)의 개수는 

16+32+24+8+1=81 

답 ① 

다른 풀이

구하는 순서쌍의 개수는 집합 P의 원소를 제외한 나머지 4개의 

원소가 집합 R 또는 집합 PC;Q 또는 집합 QC;RC 중 하나를 

택하는 경우의 수와 같으므로 

3Ý`=81 

021

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하면 

P={x|xÉ0 또는 x¾6}

Q={x|mÉxÉn}

명제 ~q 1° p가 거짓임을 보이는 반례가 될 수 있는 값은 집합 

QC-P, 즉 QC;PC의 원소이다.
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이때 두 집합 PC, QC은 

PC={x|0<x<6}, �

m n x0 1 5 6

QC QC

PC

QC={x|x<m 또는 x>n}

이므로 집합 QC;PC의 정수인 원소가 

1, 5뿐이려면

1<mÉ2, 4Ék<5 

답 ③ 

022

f(x)=xÛ`-12x+n이라 하자. 

주어진 조건이 참인 명제가 되려면 2ÉxÉ7에서 f(x)¾0을 만족

시키는 실수 x가 적어도 하나 존재해야 한다. 참고

f(x)=xÛ`-12x+n=(x-6)Û`+n-36

이므로 함수 y=f(x)의 그래프의 꼭짓점이 2ÉxÉ7의 범위에 존

재하고 

f(2)=n-20, f(6)=n-36, f(7)=n-35 

이므로 f(x)는 x=2에서 최댓값 n-20을 갖는다. 

따라서 n-20¾0에서 n¾20이므로 자연수 n의 최솟값은 20이다.

답 20 

참고

2ÉxÉ7에서 f(x)¾0을 만족시키는 실수 x가

2
6 7

x

y=f(x)  

적어도 하나 존재하려면 오른쪽 그림과 같이 함

수 f(x)의 최댓값이 0 이상이어야 한다. 

023

명제 ㈎에서 |x-2|<2

-2<x-2<2    ∴ 0<x<4 

∴ A,{1, 2, 3}

명제 ㈏에서 x<B인 어떤 x에 대하여 x<A이므로

A;B+a 

또, 집합 B의 모든 원소는 짝수이므로 

B,{2, 4, 6}

이때 A+a, B+a이므로

2<A, 2<B

집합 A는 2를 반드시 포함하고, 집합 {1, 2, 3}의 부분집합이므

로 집합 A의 개수는

23-1=4 

집합 B는 2를 반드시 포함하고, 집합 {2, 4, 6}의 부분집합이므

로 집합 B의 개수는

23-1=4 

따라서 순서쌍 (A, B)의 개수는 

4_4=16 

답 16 

024

ㄱ. ‌�역: x>2이고 y>2이면 xy>x+y>4이다. �  

x>2, y>2에서 �  

x+y>4� …… ㉠

또, x>2, y>2에서 x-1>1, y-1>1이므로�  

(x-1)(y-1)>1, xy-x-y+1>1�  

∴ xy>x+y� …… ㉡

㉠, ㉡에서 xy>x+y>4 (참)

ㄴ. ‌�역: xÜ`y<xyÜ`이면 0<x<y이다.�  

[반례] x=-1, y=-2이면 xÜ`y<xyÜ`이지만 0>x>y이다. � 

� (거짓)

ㄷ. ‌�역: xÛ`-xy+yÛ`=0이면 |x|+|y|=0이다. 

xÛ`-xy+yÛ`={x-;2};}2`+;4#; yÛ`=0에서 

{x-;2};}2`¾0, ;4#; yÛ`¾0

이므로 

x-;2};=0, y=0    ∴ x=0, y=0

∴ |x|+|y|=0 (참)

따라서 명제의 역이 참인 것은 ㄱ, ㄷ이다. 

답 ④ 

025

Ú ‌�수진이의 말이 거짓인 경우�  

찬민이와 려원이의 말이 참이므로 려원이의 음료는 녹차이고 

수진이의 음료는 주스가 아니다. �  

즉, 수진이의 음료는 아메리카노이어야 한다. �  

이때 수진이의 말이 거짓이면 수진이의 음료는 아메리카노가 

아니므로 모순이다. 

Û ‌�찬민이의 말이 거짓인 경우�  

수진이와 려원이의 말이 참이므로 수진이의 음료는 아메리카

노이다. �  

찬민이의 말이 거짓이면 려원이의 음료는 녹차가 아니므로 려

원이의 음료는 주스이다. �  

따라서 찬민이의 음료는 녹차이다. 

Ü ‌�려원이의 말이 거짓인 경우�  

수진이와 찬민이의 말이 참이므로 수진이의 음료는 아메리카

노, 려원이의 음료는 녹차이다. �  

이때 려원이의 말이 거짓이면 수진이의 음료는 주스이므로 모

순이다. 

Ú~Ü에서 찬민이의 말이 거짓이고 수진이, 찬민이, 려원이의 

음료는 각각 아메리카노, 녹차, 주스이다. 

답 ① 

026

q는 p이기 위한 필요조건이므로

P,Q 

∴ 2a+1=-2 또는 b-1=-2 

p는 r이기 위한 충분조건이므로

P,R 

∴ a-b=-2 또는 ab+2=-2 

Ú 2a+1=-2, a-b=-2인 경우 

두 식을 연립하여 풀면 a=-;2#;, b=;2!;

∴ a+b=-;2#;+;2!;=-1 
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Û 2a+1=-2, ab+2=-2인 경우 

두 식을 연립하여 풀면 a=-;2#;, b=;3*;

∴ a+b=-;2#;+;3*;=;6&; 

Ü ‌�b-1=-2, a-b=-2인 경우�  

두 식을 연립하여 풀면 a=-3, b=-1�  

∴ a+b=-3+(-1)=-4 

Ý ‌�b-1=-2, ab+2=-2인 경우�  

두 식을 연립하여 풀면 a=4, b=-1�  

∴ a+b=4+(-1)=3 

Ú~Ý에서 a+b의 최솟값은 -4이다. 

답 -4 

027

조건 ㈎에서 명제 

‘어떤 x<U에 대하여 {x, xÛ`+1},A이다.’

가 참이다. 

따라서 집합 A는 {1, 2}, {2, 5}, {3, 10}, {4, 17} 중 적어도 하

나의 집합을 부분집합으로 갖는다.

이때 1²A이므로 

{1, 2}øA 

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 할 때, 조건 ㈏에서 p는 

q이기 위한 필요충분조건이므로 

P=Q 

Ú ‌�{2, 5},A인 경우 �  

2<A이고 2가 짝수이므로 조건 ㈏에서 2<Q이고 P=Q에서� 

2<P

이때 조건 p에서 ;2!;_2=1<A가 되어 조건 1²A를 만족시키

지 않는다. 

Û {3, 10},A인 경우 

ⓐ ;2!;_6=3<A에서 x=6은 조건 p를 만족시킨다.

즉, 6<P이고 P=Q에서 �  

6<Q�  

이때 6은 짝수이므로 x=6은 조건 q를 만족시킨다.�  

따라서 6<A이므로 �  

{3, 6, 10},A 

;2!;_12=6<A에서 x=12는 조건 p를 만족시킨다.

즉, 12<P이고 P=Q에서 �  

12<Q�  

이때 12는 짝수이므로 x=12는 조건 q를 만족시킨다.�  

따라서 12<A이므로�  

{3, 6, 10, 12},A

이때 ;2!;_24=12<A이지만 24>20이므로 x=24는 조건 

p를 만족시키지 않는다. 

ⓑ ‌�10<A이고 10은 짝수이므로 x=10은 조건 q를 만족시킨

다.�  

즉, 10<Q이고 P=Q에서 �  

10<P

이때 x=10이 조건 p를 만족시킨다.

따라서 ;2!;_10=5<A이므로

{3, 5, 6, 10, 12},A 

;2!;_20=10<A에서 x=20은 조건 p를 만족시킨다.

즉, 20<P이고 P=Q에서 �  

20<Q�  

이때 20은 짝수이므로 x=20은 조건 q를 만족시킨다. 

따라서 20<A이므로�  

{3, 5, 6, 10, 12, 20},A

이때 ;2!;_40=20<A이지만 40>20이므로 x=40은 조건

p를 만족시키지 않는다. 

Ü ‌�{4, 17},A인 경우�  

4<A이고 4가 짝수이므로 조건 ㈏에서 4<Q이고 P=Q에서 

4<P

이때 조건 p에서 ;2!;_4=2<A

2가 짝수이므로 Ú과 마찬가지로 1<A가 되어 조건 1²A를 

만족시키지 않는다. 

Ú~Ü에서 {3, 5, 6, 10, 12, 20},A이다. 

따라서 A={3, 5, 6, 10, 12, 20}일 때 A의 모든 원소의 합이 최

소이고, 그 합은 

3+5+6+10+12+20=56 

답 ③ 

028

p: aÛ`+bÛ`=0에서 

a=0이고 b=0 

q: |a+b|=|a|+|b|에서 

ab¾0 

r: a=-b 

ㄱ. ‌�a=0이고 b=0이면 ab=0이므로 ab¾0이다.�  

즉, p jjK q이므로 p는 q이기 위한 충분조건이다. (참)

ㄴ. ‌�ㄱ에서 p jjK q이므로 ~q jjK ~p�  

즉, ~p는 ~q이기 위한 필요조건이다. (참)

ㄷ. ‌�(q이고 r)이면 ab¾0이고 a=-b이므로 a=0이고 b=0 �  

즉, (q이고 r) HjjK p이므로 (q이고 r)는 p이기 위한 필요충

분조건이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 

029

R;QC=a에서 R,Q 

즉, q는 r이기 위한 필요조건이다. 

또, P;R=a에서 R,PC

즉, r는 ~p이기 위한 충분조건이다. 

한편, (Q-R),P에서 (Q-R);PC=a

즉, 세 집합 PC, Q, R 사이의 관계를 벤

R

U
PC Q  

다이어그램으로 나타내면 오른쪽 그림과 

같으므로 (~p 그리고 q)는 r이기 위한 필

요충분조건이다. 

05. 명제     075

해(070-082)_고난도_05.indd   75 2026-04-30   오후 4:49:42



따라서 ㈎, ㈏, ㈐에 들어갈 말로 알맞은 것은 각각 필요, 충분, 

필요충분이다. 

답 ㈎: 필요, ㈏: 충분, ㈐: 필요충분 

030

네 집합 r, s, t, u의 진리집합을 각각 R, S, T, U라 하면 

R={2, 4, 6, 8, 10}

S={x|xÛ`+mx+n=0}

T={4, 8}

U={6, 10}

T,R이므로 r Hjj t    ∴ f(r, t)=-1 

U,R이므로 u jjK r    ∴ f(u, r)=1 

f(r, t)+f(s, t)+f(u, r)=0에서 

-1+f(s, t)+1=0    ∴ f(s, t)=0 

즉, s HjjK t이므로 S=T 

따라서 이차방정식 xÛ`+mx+n=0의 두 근이 4, 8이므로 이차방

정식의 근과 계수의 관계에 의하여 

4+8=-m, 4_8=n  

∴ m=-12, n=32 

∴ m+n=-12+32=20 

답 ② 

031

두 조건 p, q의 진리집합을 각각 P, Q라 하자.

p: |x|É3, |y|É2에서 

-3ÉxÉ3, -2ÉyÉ2 

∴ P={(x, y)|-3ÉxÉ3, -2ÉyÉ2}

즉, 집합 P를 좌표평면에 나타내면 오른쪽

x

y

O-3 3

2

-2

 

그림과 같은 직사각형의 경계 및 내부이다. 

q: |x-a|É2, |y-b|É1에서 

a-2ÉxÉa+2, b-1ÉyÉb+1 

∴ Q={(x, y)|a-2ÉxÉa+2, b-1ÉyÉb+1}

p는 q이기 위한 필요조건이려면 Q,P이어야 하므로 

-3Éa-2, a+2É3, -2Éb-1, b+1É2 

∴ -1ÉaÉ1, -1ÉbÉ1 

따라서 점 (a, b)가 나타내는 영역은 오른쪽

a

b

-1

-1

1

1
 

그림과 같으므로 구하는 영역의 넓이는 

2_2=4 

답 4 

032

xÛ`+2xy+yÛ`-2ax+2by+c>0에서 

xÛ`+2(y-a)x+yÛ`+2by+c>0 

x에 대한 이차방정식 xÛ`+2(y-a)x+yÛ`+2by+c=0의 판별식

을 D라 하면 D<0이어야 하므로 

D
4 =(y-a)Û`-(yÛ`+2by+c)<0 

∴ -2(a+b)y+aÛ`-c<0 

이 부등식이 모든 실수 y에 대하여 성립하려면 

a+b=0, aÛ`-c<0 

∴ a=-b, aÛ`<c 

답 ① 

033

xÛ`+yÛ`=3을 만족시키는 두 유리수 x, y가 존재한다고 가정하자. 

x= m
M , y= n

N

(m과 M은 서로소인 정수, n과 N은 서로소인 정수)

이라 하면 

{ m
M }2`+{ n

N }2`=3 

양변에 NÛ`을 곱하면 

mÛ`NÛ`
MÛ`

+nÛ`=3NÛ`    ∴ 
mÛ`NÛ`
MÛ`

=3NÛ`-nÛ`

이때 3NÛ`-nÛ`이 정수이므로 
mÛ`NÛ`
MÛ`

도 정수이고, m과 M이 서로

소이므로 N=kM (k는 정수)의 꼴이어야 한다. 

N=kM을 
mÛ`NÛ`
MÛ`

+nÛ`=3NÛ`의 좌변에 대입하면 

(km)Û`+nÛ`=3NÛ`� …… ㉠ 

km=3s+rÁ, n=3t+rª 

� (s, t, rÁ, rª는 정수, 0ÉrÁ<3, 0Érª<3)

라 하면 

(km)Û`+nÛ`‌�=(3s+rÁ)Û`+(3t+rª)Û`�  

=9sÛ`+6srÁ+rÁÛ`+9tÛ`+6trª+rªÛ`�  

=3(3sÛ`+2srÁ+3tÛ`+2trª)+rÁÛ`+rªÛ`

이때 ㉠에서 (km)Û`+nÛ`은 3의 배수이므로 

rÁÛ`+rªÛ`=0  

∴ rÁ=0, rª=0 

즉, 두 수 km과 n은 3의 배수이므로 ㉠에서 N은 3의 배수이다. 

이것은 n과 N이 서로소라는 가정에 모순이다. 

따라서 xÛ̀ +yÛ̀ =3을 만족시키는 두 유리수 x, y는 존재하지 않는다. 

답 풀이 참조 

034

원 위에 점 P(a, b) (a, b는 정수)가 아닌 다른 점 Q(c, d) (c, 

d는 정수)가 존재한다고 가정하자. 

3

1-5

C ,(      )P(a, b)

Q(c, d)

3
1-5

x

y

O

CPÓ=CQÓ이므로 

¾̈(a-'3)Û`+{b-;5!;}2`=¾̈(c-'3)Û`+{d-;5!;}2`

양변을 제곱하면 

(a-'3)Û`+{b-;5!;}2`=(c-'3)Û`+{d-;5!;}2`

aÛ`-cÛ`+bÛ`-dÛ`-;5@;(b-d)= ㈎: 2'3(a-c) � …… ㉠ 

㉠에서 좌변은 ㈏: 유리수  이므로 a-c=0 
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즉, aÛ`-cÛ`+bÛ`-dÛ`-;5@;(b-d)=0에서 

(a+c)(a-c)+bÛ`-dÛ`-;5@;(b-d)=0 

∴ bÛ`-dÛ`-;5@;(b-d)=0� …… ㉡

� 참고

㉡에서 b, d는 정수이므로 ㈐: b-d=0

즉, a=c, b=d이므로 두 점 P(a, b), Q(c, d)는 서로 같은 점

이다. 

따라서 이 원 위의 점들 중에는 x좌표, y좌표가 모두 정수인 점이 

P 외에 존재하지 않는다. 

답 ⑤ 

참고

bÛ`-dÛ`-;5@;(b-d)=0에서 

(b+d)(b-d)-;5@;(b-d)=0 

(b-d){b+d-;5@;}=0 

∴ b-d=0 또는 b+d-;5@;=0 

035

ㄱ. ;a!;+;b!;- 4
a+b =

b(a+b)+a(a+b)-4ab 
ab(a+b)

                         =
aÛ`-2ab+bÛ`
ab(a+b)

                         =
(a-b)Û`
ab(a+b)

¾0 

∴ ;a!;+;b!;¾ 4
a+b  (거짓)

ㄴ. 
bÛ`
a + aÛ`

b -(a+b)=
bÜ`+aÜ`-ab(a+b)

ab

                             = bÜ`+aÜ`-aÛ`b-abÛ`
ab

                             =
aÛ`(a-b)-bÛ`(a-b)

ab

                             =
(a-b)(aÛ`-bÛ`)

ab

                             =
(a-b)Û`(a+b)

ab ¾0 

∴ 
bÛ`
a + aÛ`

b ¾a+b (참)

ㄷ. ‌�a+b+c-('¶ab+'¶bc+'¶ca)

=;2!;{(a-2'¶ab+b)+(b-2'¶bc+c)+(c-2'¶ca+a)}

=;2!;{('a-'b)Û`+('b-'c)Û`+('c-'a)Û`}¾0 

∴ a+b+c¾'¶ab+'¶bc+'¶ca (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다. 

답 ④ 

036

a>0, b>0에 의하여 x>0, y>0이고, xÛ`>0, yÛ`>0, ab>0이므

로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

xÛ`+yÛ`¾2"ÃxÛ`yÛ` =2xy

=2{a+;b!;}{b+;a$;}

=2{ab+ 4
ab +5}

¾2{2¾̈ab_ 4
ab +5}

=2_(2_2+5)�  

=18 

�{단, 등호는 xÛ`=yÛ`, ab= 4
ab , 즉 x=y, ab=2일 때 성립한다.}

따라서 xÛ`+yÛ`의 최솟값은 18이다. 

답 ④ 

다른 풀이

xÛ`+yÛ`={a+;b!;}2`+{b+;a$;}2`

={aÛ`+ 2a
b + 1

bÛ`
}+{bÛ`+ 8b

a + 16
aÛ`
}

={aÛ`+ 16
aÛ`
}+{ 2ab + 8b

a }+{bÛ`+
1
bÛ`
}

a>0, b>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

aÛ`+ 16
aÛ`
¾2¾̈aÛ`_ 16

aÛ`
 

		  =2_4

		  =8 {단, 등호는 aÛ`= 16
aÛ`

, 즉 a=2일 때 성립한다.}

2a
b + 8b

a =2¾¨ 2ab _ 8b
a

		  =2_4

		  =8 {단, 등호는 
2a
b = 8b

a , 즉 a=2b일 때 성립한다.}

bÛ`+ 1
bÛ`

=2¾̈bÛ`_ 1
bÛ`

		  =2_1

		  =2 {단, 등호는 bÛ`= 1
bÛ`

, 즉 b=1일 때 성립한다.}

∴ xÛ`+yÛ`¾8+8+2=18 

� (단, 등호는 a=2, b=1일 때 성립한다.)

따라서 xÛ`+yÛ`의 최솟값은 18이다. 

037

(a-1)xÛ`-3x+2=xÛ`+(a-2)x+1에서 

(a-2)xÛ`-(a+1)x+1=0

이 이차방정식의 두 근을 a, b라 하면 이차방정식의 근과 계수의 

관계에 의하여 

a+b= a+1
a-2

P(a, aÛ`+(a-2)a+1), Q(b, bÛ`+(a-2)b+1)이라 하면 직선 

PQ의 기울기는

{bÛ`+(a-2)b+1}-{aÛ`+(a-2)a+1}
b-a

= (b-a)(b+a)+(a-2)(b-a)
b-a =a+b+a-2

= a+1
a-2 +a-2=1+ 3

a-2 +a-2 
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a>2에서 a-2>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

1+ 3
a-2 +a-2¾1+2¾̈ 3

a-2 _(a-2)

                      =1+2'3

�  {단, 등호는 
3

a-2=a-2일 때 성립한다.}

따라서 직선 PQ의 기울기의 최솟값은 1+2'3이다. 

답 1+2'3 

038

PÕMÓ=x, PNÓ=y라 하면 �

A B

C

P
N3

2 M

x

y
△ABC=△ABP+△ACP에서 

;2!;_2_3_sin`30ù

=;2!;_2_x+;2!;_3_y 참고

∴ 2x+3y=3 

ABÓ 
PÕMÓ

+ ACÓ 
PNÓ

=;[@;+;]#;에서 

3{;[@;+;]#;}=(2x+3y){;[@;+;]#;}

=13+ 6x 
y + 6y 

x

x>0, y>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

13+ 6x 
y + 6y 

x ¾13+2¾̈ 6x 
y _ 6y 

x

		  =13+2_6

		  =25 

� {단, 등호는 
6x 
y = 6y 

x , 즉 x=y일 때 성립한다.}

따라서 ;[@;+;]#;¾:ª3°:이므로 ;[@;+;]#;의 최솟값은 :ª3°:이다. 

즉, p=3, q=25이므로 

p+q=3+25=28 

답 28 

참고

삼각형 ABC에서 두 변의 길이 a, c와 그 끼인각 ∠B의 크기를 알 때, 넓

이 S는

⑴ ∠B가 예각인 경우 ⑵ ∠B가 둔각인 경우

   

A

B H C
a

c sin Bc

   

c sin (    -B)

A

B CH a

c180

S=;2!;ac`sin B S=;2!;ac`sin(180ù-B)

039

a+b+c=9에서 a+b=9-c 

aÛ`+bÛ`+cÛ`=33에서 aÛ`+bÛ`=33-cÛ`

a, b, c가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여 

(1Û`+1Û`)(aÛ`+bÛ`)¾(a+b)Û` (단, 등호는 a=b일 때 성립한다.)

2(33-cÛ`)¾(9-c)Û`, 3cÛ`-18c+15É0 

cÛ`-6c+5É0, (c-1)(c-5)É0 

∴ 1ÉcÉ5 

따라서 M=5, m=1이므로 

Mm=5_1=5 

답 ③ 

다른 풀이

(a+b+c)Û`=aÛ`+bÛ`+cÛ`+2(ab+bc+ca)에서 

9Û`=33+2(ab+bc+ca)    ∴ ab+bc+ca=24 

aÛ`¾0, bÛ`¾0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

aÛ`+bÛ`¾2|ab| (단, 등호는 aÛ`=bÛ`, 즉 a=b일 때 성립한다.)

이때 aÛ`+bÛ`=33-cÛ`, ab=24-bc-ca이므로 

33-cÛ`‌�¾2|24-bc-ca|�  

=2|24-c(a+b)|�  

=2|24-c(9-c)|�  

=2|cÛ`-9c+24|�  

=2(cÛ`-9c+24)

즉, 33-cÛ`¾2(cÛ`-9c+24)에서 

3cÛ`-18c+15É0, cÛ`-6c+5É0

(c-1)(c-5)É0    ∴ 1ÉcÉ5 

따라서 M=5, m=1이므로 

Mm=5_1=5 

040

오른쪽 그림과 같이 선분 BD를 그으면 두
86

A

B

C

D

x
y

 

삼각형 ABD, BCD는 모두 직각삼각형이

다. 

삼각형 ABD에서 

BDÓ 
2
=6Û`+8Û`=100 

삼각형 BCD에서 BCÓ=x, CDÓ=y라 하면 

xÛ`+yÛ`=100 

x, y가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여 

(1Û`+1Û`)(xÛ`+yÛ`)¾(x+y)Û` (단, 등호는 x=y일 때 성립한다.)

2_100¾(x+y)Û`, (x+y)Û`É200 

∴ 10<x+yÉ10'2 참고

즉, 24Éx+y+6+8É14+10'2이므로 사각형 ABCD의 둘레

의 길이의 최댓값은 14+10'2이다.

따라서 a=14, b=10이므로

a+b=14+10=24 

답 24 

참고

세 변의 길이가 주어졌을 때 삼각형이 될 수 있는 조건

(가장 긴 변의 길이)<(나머지 두 변의 길이의 합)

041
일등급의 메모장

삼각함수 사이의 관계 

sinÛ` h+cosÛ` h=1 

삼각함수의 덧셈정리 

sin (a+b)=sin a cos b+cos a sin b 
sin (a-b)=sin a cos b-cos a sin b 
cos (a+b)=cos a cos b-sin a sin b 
cos (a-b)=cos a cos b+sin a sin b 

cÛ`-9c+24=(c-3)Û`+15>0에서

|cÛ`-9c+24|=cÛ`-9c+24

확장
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ㄱ. ‌�aÛ`>0, bÛ`>0, cÛ`>0, dÛ`>0이므로 산술평균과 기하평균의 관

계에 의하여 

1=aÛ`+bÛ`¾2"ÃaÛ`bÛ`=2|ab|  

� (단, 등호는 a=b일 때 성립한다.)

∴ -;2!;ÉabÉ;2!;

1=cÛ`+dÛ`¾2"ÃcÛ`dÛ`=2|cd|  

� (단, 등호는 c=d일 때 성립한다.)

∴ -;2!;ÉcdÉ;2!;

즉, -1Éab+cdÉ1이므로 �  

|ab+cd|É1 (참)

ㄴ. ‌�(ac-bd)Û`+(ad+bc)Û`�  

=aÛ`cÛ`-2abcd+bÛ`dÛ`+aÛ`dÛ`+2abcd+bÛ`cÛ`�  

=aÛ`(cÛ`+dÛ`)+bÛ`(cÛ`+dÛ`)�  

=(aÛ`+bÛ`)(cÛ`+dÛ`)�  

=1_4�  

=4 (거짓)

ㄷ. (a-c)Û`+(b-d)Û`‌�=aÛ`+cÛ`-2ac+bÛ`+dÛ`-2bd�  

=5-2(ac+bd)

a, b, c, d가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여

(aÛ`+bÛ`)(cÛ`+dÛ`)¾(ac+bd)Û` 

� {단, 등호는 ;aC;=;bD;일 때 성립한다.}

1_4¾(ac+bd)Û`, (ac+bd)Û`É4

-2Éac+bdÉ2, -4É-2(ac+bd)É4

1É5-2(ac+bd)É9

∴ 1É(a-c)Û`+(b-d)Û`É9 (참)

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ이다. 

답 ④ 

다른 풀이 확장

ㄱ. ‌�aÛ`+bÛ`=cÛ`+dÛ`=1에서�  

a=cos a, b=sin a, c=cos b, d=sin b� 	
라 하면�  

ab+cd=sin a cos a+sin b cos b�  

sin 2a‌�=sin(a+a)�  

=sin a cos a+cos a sin a� 	
=2 sin a cos a

이므로

sin a cos a=;2!; sin 2a

같은 방법으로 구하면

sin b cos b=;2!; sin 2b

또, |sin 2a|É1, |sin 2b|É1이므로

|ab+cd|=;2!;|sin 2a+sin 2b|

É;2!;(|sin 2a|+|sin 2b|)

É 1+1
2

=1 (참)

ㄴ. ‌�aÛ`+bÛ`=1, cÛ`+dÛ`=4에서 �  

a=cos a, b=sin a, c=2 cos b, d=2 sin b� 	
라 하면�  

ac-bd=2(cos a cos b-sin a sin b)=2 cos (a+b),�  

ad+bc=2(cos a sin b+sin a cos b)=2 sin (a+b)�  

이므로�  

(ac-bd)Û`+(ad+bc)Û`‌�=4{cosÛ` (a+b)+sinÛ` (a+b)}�  

=4_1�  

=4 (거짓)

ㄷ. ‌�"Ã(a-c)Û`+(b-d)Û` 은 두 점 (a, b), (c, d) 사이의 거리이다. 

점 (a, b)는 중심이 원점이고 반지름의 길이가 1인 원 위의 

점이고, 점 (c, d)는 중심이 원점이고 반지름의 길이가 2인 

원 위의 점이므로 두 점 사이의 거리가 �  

가장 작을 때는 2-1=1, �  

가장 클 때는 2+1=3�  

이다. �  

따라서 1É"Ã(a-c)Û`+(b-d)Û`É3이므로�  

1É(a-c)Û`+(b-d)Û`É9 (참)

따라서 참인 명제는 ㄱ, ㄷ이다. 

042
일등급의 메모장

실수 x, y에 대하여 f(x, y)¾0이면 

f(x, y)가 최대(또는 최소) HjjK { f(x, y)}Û`이 최대(또는 최소)

'Ä11-2x-6y+'Ä11+2x+6y=A라 하면 

AÛ`=(11-2x-6y)+2'Ä11-2x-6y 'Ä11+2x+6y�  

� +(11+2x+6y)

=22+2"Ã(11-2x-6y)(11+2x+6y)

=22+2"Ã121-(2x+6y)Û`

x, y가 실수이므로 코시-슈바르츠의 부등식에 의하여 

(2Û`+6Û`)(xÛ`+yÛ`)¾(2x+6y)Û`

� {단, 등호는 ;2{;=;6};일 때 성립한다.}

40_1¾(2x+6y)Û`, (2x+6y)Û`É40

∴ AÛ`‌�=22+2"Ã121-(2x+6y)Û`�  

¾22+2'Ä121-40�  

=22+18�  

=40 � …… ㉠ 

즉, A의 최솟값은 '4�0=2'1�0이므로 

m=2'1�0 

한편, ㉠에서 등호는 ;2{;=;6};, 즉 y=3x일 때 성립하므로

xÛ`+yÛ`=1에 대입하면 

xÛ`+(3x)Û`=1, 10xÛ`=1

∴ x=Ñ 1
'1�0

, y=Ñ 3
'1�0

 (복호동순)

즉, x+y는 

x= 1
'1�0

, y= 3
'1�0

일 때 최댓값 
4
'1�0

 를 갖고

x=- 1
'1�0

, y=- 3
'1�0

일 때 최솟값 - 4
'1�0

 를 가지므로 

a= 4
'1�0

, b=- 4
'1�0

∴ m(a-b)=2'1�0_[ 4
'1�0

-{- 4
'1�0
}]=16 

답 16 
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다른 풀이

'Ä11-2x-6y+'Ä11+2x+6y 

='Ä1-2x+1-6y+9+'Ä1+2x+1+6y+9 

="ÃxÛ`-2x+1+yÛ`-6y+9�  

� +"ÃxÛ`+2x+1+yÛ`+6y+9 (∵ xÛ`+yÛ`=1)

="Ã(x-1)Û`+(y-3)Û`+"Ã(x+1)Û`+(y+3)Û`

즉, m의 값은 원 xÛ`+yÛ`=1 위의 한 점 P(x, y)와 두 점 �  

A(1, 3), B(-1, -3)에 대하여 PAÓ+PBÓ의 최솟값과 같다. 

이때 PAÓ+PBÓ의 값은 오른쪽 그림과 같이

-3

3

x

y

O

1

1-1

-1

A

B

 

점 P가 직선 AB와 원 xÛ`+yÛ`=1의 교점일 

때 최소이므로 

m‌�=ABÓ�  

="Ã(-1-1)Û`+(-3-3)Û`�  

=2'1�0 
한편, 직선 AB의 방정식은 

y-(-3)= -3-3 
-1-1  {x-(-1)}

∴ y=3x

이것을 xÛ`+yÛ`=1에 대입하면 

xÛ`+(3x)Û`=1, 10xÛ`=1

∴ x=Ñ 1
'1�0

즉, 점 P의 좌표는 

{ 1
'1�0

, 
3
'1�0
} 또는 {- 1

'1�0
, - 3
'1�0
}

따라서 x+y의 최댓값은 
4
'1�0

, 최솟값은 - 4
'1�0

이므로 

a= 4
'1�0

, b=- 4
'1�0

∴ m(a-b)=2'1�0_[ 4
'1�0

-{- 4
'1�0
}]=16 

043
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두 실수 a, b에 대하여 

'a'b=-'¶ab  HjjK a<0, b<0 또는 a=0 또는 b=0 

'b
'a

=-¾;aB;   HjjK a<0, b>0 또는 a+0, b=0

명제 ~q 1° p의 역은 p 1° ~q이고 이 역의 대우는 q 1° ~p이다. 

~p: 
"Ã2-x-xÛ`
"ÃxÛ`-2x-3

=-¾̈ 2-x-xÛ`
xÛ`-2x-3

+0

에서 연립부등식 [
xÛ`-2x-3<0

2-x-xÛ`>0
의 해가 ~p의 진리집합이다.

xÛ`-2x-3<0에서 

(x+1)(x-3)<0    ∴ -1<x<3 � …… ㉠

2-x-xÛ`>0에서 

xÛ`+x-2<0, (x+2)(x-1)<0 

∴ -2<x<1 � …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 -1<x<1 

즉, 명제 q 1° ~p가 참이 되려면 x에 대한 이차방정식�  

xÛ`+(3a+1)x+aÛ`=0의 두 실근을 a, b (aÉb)라 할 때, �

-1<aÉb<1을 만족시켜야 한다. 

f(x)=xÛ`+(3a+1)x+aÛ`이라 하면

f(-1)>0에서

1-(3a+1)+aÛ`>0, aÛ`-3a>0

a(a-3)>0    ∴ a<0 또는 a>3� …… ㉢ 

f(1)>0에서

1+(3a+1)+aÛ`>0, aÛ`+3a+2>0

(a+2)(a+1)>0    ∴ a<-2 또는 a>-1� …… ㉣ 

또, 이차함수 y=f(x)의 그래프의 대칭축이 x=- 3a+1
2  이므로 

-1<- 3a+1
2 <1에서 

-2<3a+1<2, -3<3a<1

∴ -1<a<;3!;� …… ㉤ 

한편, x에 대한 이차방정식 xÛ`+(3a+1)x+aÛ`=0이 실근을 가지

므로 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D=(3a+1)Û`-4aÛ`¾0

5aÛ`+6a+1¾0, (5a+1)(a+1)¾0 

∴ aÉ-1 또는 a¾-;5!; � …… ㉥ 

㉢, ㉣, ㉤, ㉥에서 구하는 a의 값의 범위는 

-;5!;Éa<0 

답 -;5!;Éa<0  

044
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⑴ ‌�(a+b+c)Û`-3(ab+bc+ca)�  

=aÛ`+bÛ`+cÛ`-ab-bc-ca 

=;2!;{(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`}

⑵ ‌�aÜ`+bÜ`+cÜ`-3abc�  

=(a+b+c)(aÛ`+bÛ`+cÛ`-ab-bc-ca)

=;2!;(a+b+c){(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`}

a>0, b>0, c>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

A=
c(a+b)Û`+a(b+c)Û`+b(c+a)Û`

abc

=
(a+b)Û`

ab +
(b+c)Û`

bc +
(c+a)Û`

ca

= aÛ`+2ab+bÛ`
ab + bÛ`+2bc+cÛ`

bc + cÛ`+2ca+aÛ`
ca

=;bA;+2+;aB;+;cB;+2+;bC;+;aC;+2+;cA;

¾6+2¾̈;bA;_;aB; +2¾̈;cB;_;bC;`+2¾̈;aC;_;cA;`

=6+2+2+2

=12 (단, 등호는 a=b=c일 때 성립한다.)

∴ mÁ=12 

B=
(a+b+c)Û`(aÜ`+bÜ`+cÜ`)

abÛ`cÛ`+aÛ`bcÛ`+aÛ`bÛ`c

=
(a+b+c)Û`(aÜ`+bÜ`+cÜ`)

(ab+bc+ca)abc

=
(a+b+c)Û`
ab+bc+ca _ aÜ`+bÜ`+cÜ`

abc

∵ ‌�q의 진리집합은 �  

공집합이 아니다.

;bA;=;aB;, ;cB;=;bC;, ;aC;=;cA; 에서

aÛ`=bÛ`=cÛ`이므로

a=b=c (∵ a>0, b>0, c>0)
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이때 

(a+b+c)Û`-3(ab+bc+ca)

=aÛ`+bÛ`+cÛ`-ab-bc-ca 

=;2!;{(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`}¾0 

즉, (a+b+c)Û`¾3(ab+bc+ca)이므로 

(a+b+c)Û`
ab+bc+ca¾3 (단, 등호는 a=b=c일 때 성립한다.)� `…… ㉠ 

또, 

aÜ`+bÜ`+cÜ`-3abc 

=(a+b+c)(aÛ`+bÛ`+cÛ`-ab-bc-ca)

=;2!;(a+b+c){(a-b)Û`+(b-c)Û`+(c-a)Û`}¾0 

즉, aÜ`+bÜ`+cÜ`¾3abc이므로

aÜ`+bÜ`+cÜ`
abc ¾3 (단, 등호는 a=b=c일 때 성립한다.)� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 

B=
(a+b+c)Û`
ab+bc+ca_ aÜ`+bÜ`+cÜ`

abc ¾3_3=9 

(단, 등호는 a=b=c일 때 성립한다.)

∴ mª=9 

즉,

x+y+z=
mÁ
mª =:Á9ª:=;3$;

이고 x>0, y>0, z>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의

하여

;[!;+;]!;+;z!;=;4#;_;3$;{;[!;+;]!;+;z!;}

=;4#;(x+y+z){;[!;+;]!;+;z!;}

=;4#;{3+;]{;+;[};+;z};+;]Z;+;[Z;+;z{;}

¾;4#;{3+2¾̈;]{;_;[};+2¾̈;z};_;]Z;+2¾̈;[Z;_;z{; }

=;4#;_(3+2+2+2)

=:ª4¦: (단, 등호는 x=y=z일 때 성립한다.)

따라서 구하는 최솟값은 :ª4¦:이다. 

답 :ª4¦:

045
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(n차식) 
(2n차식)

의 꼴의 식이 
(n차식) 

(n차식)Û`+aÛ`
 의 꼴로 정리되면 다음과 

같이 해결한다. 

➡ 실수 x와 양수 a에 대하여 

xÛ`+aÛ`¾2"ÃaÛ`xÛ`=2a|x|

|x|
xÛ`+aÛ`

É 1
2a

∴ - 1
2aÉ

x
xÛ`+aÛ`

É 1
2a

Ú y=0일 때

x+0이고 주어진 식의 값은 
xÛ`
xÛ`

=1이다. 

Û ‌�y+0일 때�  

주어진 식의 분자와 분모를 모두 yÛ`으로 나누면

xÛ`+yÛ`
xÛ`+4xy+9yÛ`

=
{;]{;}2`+1

{;]{;}2`+4_;]{;+9

이때 t=;]{;라 하면 t는 실수이고 위의 식은

tÛ`+1 
tÛ`+4t+9

=
(t+2)Û`-4(t+2)+5 

(t+2)Û`+5

=1-
4(t+2)

(t+2)Û`+5
 � …… ㉠

� 다른 풀이

ⓐ t=-2이면 ㉠에서 구하는 식의 값은 1이다.�

ⓑ t>-2이면 t+2>0이고

4(t+2)
(t+2)Û`+5

=
4 

t+2+ 5
t+2

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

t+2+ 5
t+2¾2¾¨(t+2)_ 5

t+2=2'5 

{단, 등호는 t+2= 5
t+2 일 때 성립한다.}

㉠에서

1- 2
'5
É1-

4(t+2)
(t+2)Û`+5

<1 

ⓒ t<-2이면 -(t+2)>0이고

4(t+2)
(t+2)Û`+5

=
-4 

-(t+2)+{- 5
t+2 }

산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

-(t+2)+{- 5
t+2 }¾2¾̈-(t+2)_{- 5

t+2 }=2'5 

{단, 등호는 -(t+2)=- 5
t+2 일 때 성립한다.}

㉠에서

1<1-
4(t+2)

(t+2)Û`+5
É1+ 2

'5
Ú, Û에서 

1- 2
'5
É1-

4(t+2)
(t+2)Û`+('5)Û`

É1+ 2
'5

∴ 1- 2
'5
É xÛ`+yÛ`

xÛ`+4xy+9yÛ`
É1+ 2

'5

따라서 M=1+ 2
'5

, m=1- 2
'5

 이므로

10(MÛ`+mÛ`)=10[{1+ 2
'5
}2`+{1- 2

'5
}2`]

=10_:Á5¥:=36 

답 36 

다른 풀이

이때 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

(t+2)Û`+5¾2"Ã5(t+2)Û`=2'5|t+2|

(단, 등호는 (t+2)Û`=5일 때 성립한다.)

이므로

|t+2|
(t+2)Û`+5

É 1
2'5
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- 1
2'5
É t+2

(t+2)Û`+5
É 1

2'5

∴ - 2
'5
É 4(t+2)

(t+2)Û`+5
É 2
'5

즉, ㉠에서 

1- 2
'5
É1- 4(t+2)

(t+2)Û`+5
É1+ 2

'5

∴ 1- 2
'5
É xÛ`+yÛ`

xÛ`+4xy+9yÛ`
É1+ 2

'5

따라서 M=1+ 2
'5

, m=1- 2
'5

 이므로 

10(MÛ`+mÛ`)=10[{1+ 2
'5
}2`+{1- 2

'5
}2`]

=10_:Á5¥:=36

046
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명제의 참, 거짓과 진리집합의 포함 관계를 이용하여 집합의 성질

을 묻는 고난도 문항이 출제될 수 있다.

조건 ㈎에서 A,BC

조건 ㈏에서 B,C

조건 ㈐에서 주어진 명제의 대우는 ‘p이면 r이다.’이므로 A,C 

Ú ‌�조건 ㈏, ㈐가 참이고 조건 ㈎가 거짓인 경우�  

AøBC, B,C, A,C�  

A,C에서 n(A)Én(C)이고 n(C)=16이므로 �  

n(A)É16� …… ㉠

또, B,C이고 n(B)=5, n(C)=16이므로�  

n(C-B)‌�=n(C)-n(C;B)�  

=n(C)-n(B)�  

=16-5=11

이때 n(C-B)Én(A)이므로�  

n(A)¾11� …… ㉡

㉠, ㉡에서 11Én(A)É16�  

이때 A,C에서 A;C=A이므로�  

11Én(A;C)É16 

Û ‌�조건 ㈎, ㈐가 참이고 조건 ㈏가 거짓인 경우�  

A,BC, BøC, A,C�  

A,BC, A,C에서 A,(C;BC)=C-B이고�  

n(C-B)Én(A)이므로 �  

A=C-B�  

한편, BøC에서 B-C=B;CC+a이고�  

n(CC)=n(U)-n(C)=20-16=4이므로�  

1Én(B;CC)É4�  

B;C=B-(B;CC)이고 n(B)=5이므로 �  

1Én(B;C)É4�  

A=C-B=C-(B;C)이고 n(C)=16이므로�  

12Én(A)É15�  

이때 A,C에서 A;C=A이므로�  

12Én(A;C)É15 

Ü ‌�조건 ㈎, ㈏가 참이고 조건 ㈐가 거짓인 경우�  

A,BC, B,C, AøC�  

B,C이고 n(B)=5, n(C)=16이므로�  

n(C-B)=n(C)-n(B)=11�  

이때 n(C-B)Én(A)이므로 �  

n(A)¾11�  

한편, A,BC에서 A;B=a이므로�  

n(A;C)Én(C-B), 즉 n(A;C)É11 �  

또, n(CC)=4이므로 �  

n(A;CC)É4�  

n(A)¾11이고 n(A)=n(A;C)+n(A;CC)이므로�  

n(A;C)의 값에 따른 n(A;CC)의 값은 다음과 같다. 

ⓐ ‌�n(A;C)=11일 때�  

n(A;CC)의 값으로 가능한 것은 1, 2, 3, 4이다. 참고

ⓑ ‌�n(A;C)=10일 때�  

n(A;CC)의 값으로 가능한 것은 1, 2, 3, 4이다.

ⓒ ‌�n(A;C)=9일 때�  

n(A;CC)의 값으로 가능한 것은 2, 3, 4이다.

ⓓ ‌�n(A;C)=8일 때�  

n(A;CC)의 값으로 가능한 것은 3, 4이다.

ⓔ ‌�n(A;C)=7일 때�  

n(A;CC)의 값으로 가능한 것은 4이다.

ⓕ ‌�n(A;C)É6일 때�  

n(A;CC)의 값으로 가능한 것은 없다. 

ⓐ~ⓕ에서 7Én(A;C)É11

Ú~Ü에서 n(A;C)의 값으로 가능한 것은 

7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16 

따라서 D={7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16}이므로 집합 D

의 모든 원소의 합은 

7+8+9+10+11+12+13+14+15+16=115 

답 115 

참고

n(A;CC)=0이면 n(A-C)=0이므로 

A-C=a 

즉, A,C이므로 조건에 모순이다. 

따라서 n(A;CC)=0일 수 없다. 
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함수
Ⅲ. 함수와 그래프

001 

f(4)‌�=f(1)+1� ‌

=1+1=2 

f(11)‌�=f(8)+1� ‌

=f(5)+2� ‌

=f(2)+3� ‌

=3+3=6 

f(20)‌�=f(17)+1� ‌

=f(14)+2� ‌

=f(11)+3� ‌

=6+3=9 

∴ f(4)+f(11)+f(20)=2+6+9=17 

답 17 

002 

집합 A의 원소 중에서 2개를 택하는 방법의 수는 참고

°Cª=10 

택한 2개의 원소를 한 원소로 생각하여 집합 A의 원소 4개에 집

합 B의 각 원소를 대응시키는 방법의 수는 

4!=24 

따라서 구하는 함수의 개수는 

10_24=240 

답 ④ 

참고  

정의역의 원소는 5개, 치역의 원소는 4개이므로 정의역의 원소 중에서 2

개는 같은 함숫값을 가져야 한다.

따라서 같은 함숫값을 갖는 두 원소를 먼저 택한다. 

003 

f(0)=2, f(1)=1, f(2)=2이고 f=g이므로 
g(0)=a+b=2, g(1)=b=1, g(2)=a+b=2 

따라서 a=1, b=1이므로 

ab=1_1=1 

답 ④ 

004 

f(x)=xÛ`-6x+8=(x-3)Û`-1에서 

정의역이 X={x|x¾a}인 함수 f(x)가 일대일대응이 되려면 

a¾3이어야 한다. 

a¾3일 때 함수 f(x)의 치역은 {y|y¾f(a)}이고, 이것이 집합�

Y={y|y¾b}와 같아야 하므로 

b=f(a)=aÛ`-6a+8 

∴ 6a+b‌�=6a+(aÛ`-6a+8)=aÛ`+8 

즉, a¾3에서 aÛ`+8은 a=3일 때 최솟값 17을 가지므로 6a+b의 

최솟값은 17이다. 

답 17 

005 

조건 ㈎에서 f는 항등함수이므로 

f(1)=1 

또, 조건 ㈎에서 g는 상수함수이므로 
g(3)=g(1) 
조건 ㈏에서 f(1)+g(1)+h(1)=7이므로 

g(1)+h(1)‌�=7-f(1)� ‌

=7-1=6 

∴ g(3)+h(1)=g(1)+h(1)=6 

답 ⑤ 

다른 풀이

조건 ㈎에서 f는 항등함수이므로 

f(x)=x 

또, 조건 ㈎에서 g는 상수함수이므로 
g(x)=k (단, k<X) 

조건 ㈏에서 f(x)+g(x)+h(x)=7이므로 

x+k+h(x)=7    ∴ h(x)=-x+7-k 

이때 1ÉxÉ5이므로 

2-kÉ-x+7-kÉ6-k 

이고, 1Éh(x)É5이어야 하므로 

1É2-k, 6-kÉ5 

∴ k=1 

따라서 g(x)=1, h(x)=-x+6이므로 

g(3)+h(1)=1+5=6 

006 

g(h(3))=5이므로 

(( f ç g) ç h)(3)‌�=( f ç (g ç h))(3) � ‌

=f(g(h(3))) � ‌

=f(5)=16 

답 16 

007 

(f ç g)(1)=f(g(1))=f(0)=k 

(g ç f)(1)=g(f(1))=g(1+k) 

Ú ‌�1+k<1, 즉 k<0일 때� ‌

g(1+k)=k-2이므로� ‌

(f ç g)(1)+(g ç f)(1)‌�=k+(k-2)=2k-2

즉, 2k-2=-8에서 � ‌

k=-3 � ‌

이때 k=-3은 k<0을 만족시킨다. 

Û ‌�1+k¾1, 즉 k¾0일 때� ‌

g(1+k)=(1+k)Û`-1=kÛ`+2k이므로� ‌

(f ç g)(1)+(g ç f)(1)=k+(kÛ`+2k)=kÛ`+3k

즉, kÛ`+3k=-8에서 � ‌

kÛ`+3k+8=0 � ‌
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이를 만족시키는 실수 k의 값은 존재하지 않는다 참고

Ú, Û에서 k=-3 

답 ① 

참고  

이차방정식 kÛ`+3k+8=0의 판별식을 D라 하면

D=3Û`-4_1_8=-23<0

이므로 실근이 존재하지 않는다.

008 

f(1)=g(1)이므로 
2+a=3+b    ∴ b=a-1 

즉, f(x)=2x+a, g(x)=3x+a-1이므로 

(f ç g)(x)‌�=f(3x+a-1)� ‌

=2(3x+a-1)+a� ‌

=6x+3a-2 

(g ç f)(x)‌�=g(2x+a)� ‌

=3(2x+a)+a-1� ‌

=6x+4a-1 

이때 f ç g=g ç f이므로 
6x+3a-2=6x+4a-1 

위의 등식이 x에 대한 항등식이므로 

3a-2=4a-1    ∴ a=-1, b=-2 

따라서 f(x)=2x-1, g(x)=3x-2이므로 

f(g(2))=f(4)=7 

답 ③ 

009 

(f ç g)(x)‌�=f(g(x))� ‌

=f(x-4)� ‌

=3(x-4)+1� ‌

=3x-11 

이므로 

(h ç f ç g)(x)‌�=(h ç (f ç g))(x)� ‌

=h((f ç g)(x))� ‌

=h(3x-11)

이때 (h ç f ç g)(x)=g(x)이므로 

h(3x-11)=x-4 

3x-11=t로 놓으면 x= t+11 
3

따라서 h(t)= t+11 
3 -4= t-1 

3 이므로 

h(-3)=-;3$; 

답 -;3$;

010 

g ç f 가 항등함수이므로 
(g ç f)(2)=2에서 

g(f(2))=g(-a)=2    ∴ aÛ`-2a+b=2 � …… ㉠ 

(g ç f)(3)=3에서 

g(f(3))=g(0)=3    ∴ b=3 

b=3을 ㉠에 대입하여 정리하면 

aÛ`-2a+1=0, (a-1)Û`=0 

∴ a=1 

∴ a+b=1+3=4 

답 4 

011

f(x)=[ x+1	(x<0) 
1		  (x¾0)

, g(x)=x+1이므로 

(f ç g)(x)=[ g(x)+1	(g(x)<0) 
1		  (g(x)¾0)

x<-1일 때 g(x)<0, x¾-1일 때 g(x)¾0이므로 

(f ç g)(x)=[
x+2	(x<-1) 

1	 (x¾-1)

따라서 함수 y=(f ç g)(x)의 그래프는 �

x

y

O-1

1

-2

y=(f © g)(x)
‌

오른쪽 그림과 같으므로 구하는 넓이는 

;2!;_(1+2)_1=;2#;

답 ;2#;

012 

f(x)=[ 2x	 (0Éx<2)
-2x+8	(2ÉxÉ4)

이므로

f {;5&;}=2_;5&;=:Á5¢:

f 2 {;5&;}=( f ç f){;5&;}=f {f {;5&;}}

=f {:Á5¢:} 

=-2_:Á5¢:+8=:Á5ª: 

f 3 {;5&;}=( f ç f 2){;5&;}=f {f 2{;5&;}}

=f {:Á5ª:}

=-2_:Á5ª:+8=:Á5¤: 

f 4 {;5&;}=( f ç f 3){;5&;}=f {f 3{;5&;}}

=f {:Á5¤:}

=-2_:Á5¤:+8=;5*;

f 5 {;5&;}=( f ç f 4){;5&;}=f {f 4{;5&;}}

=f {;5*;}

=2_;5*;=:Á5¤:

         ⋮ 

즉, n¾3일 때 f n{;5&;}의 값은 n이 홀수이면 :Á5¤:, n이 짝수이면 

;5*;이므로 

f 123{;5&;}=:Á5¤:

답 ⑤ 
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참고

일반적으로 함수 f가 주어지고 f n의 꼴의 합성함수를 구할 때에는 f 2, f 3, 

f 4, ⋯을 연속적으로 구하여 규칙성을 찾아 f n을 추론한다. 

013 

f -1(3)=2에서 

f(2)=3    ∴ 2a+b=3 � …… ㉠ 

(f ç f)(2)=5에서 

f(f(2))=f(3)=5    ∴ 3a+b=5 � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=2, b=-1 

∴ f(x)=2x-1 다른 풀이

f -1(7)=k라 하면 f(k)=7이므로 

2k-1=7    ∴ k=4 

∴ f -1(7)=4 

답 ④ 

다른 풀이

y=2x-1로 놓고 x에 대하여 정리하면

x= y+1
2

x와 y를 서로 바꾸면 

y= x+1
2     ∴ f -1(x)= x+1

2
참고

∴ f -1(7)=4 

참고

일차함수의 역함수

일차함수 f(x)=ax+b (a, b는 상수)의 역함수는 

f -1(x)=x-b 
a

014 

함수 f(x)의 역함수가 존재하려면 f(x)는 일대일대응이어야 한

다. 

이때 함수 f(x)가 일대일대응이 되려면 직선 y=(a+7)x-1의 

기울기의 부호와 직선 y=(-a+5)x+2a+1의 기울기의 부호

가 같아야 하므로 참고

(a+7)(-a+5)>0, (a+7)(a-5)<0  

∴ -7<a<5 

따라서 이를 만족시키는 정수 a는 -6, -5, -4, ⋯, 4의 11개이

다. 

답 ② 

참고

직선 y=(a+7)x-1의 기울기의 부호와 직선 y=(-a+5)x+2a+1

의 기울기의 부호가 다르면 다음 그림과 같이 일대일대응이 되지 않으므

로 역함수가 존재하지 않는다. 

-1 -11

1

y

O

y=f(x)
y

O

y=f(x)

x
x

015 

(f ç (g ç f) -1 ç f)(1)‌�=(f ç f -1 ç g -1 ç f)(1)� ‌

=(g -1 ç f)(1)� ‌

=g -1(f(1))� ‌

=g -1(a+b) 다른 풀이

즉, g -1(a+b)=m에서

g(m)=a+b    ∴ a+b=m-4 

답 ③ 

다른 풀이

g(x)=x-4에서 g -1(x)=x+4이므로

g -1(a+b)=m에서 

a+b+4=m 

∴ a+b=m-4 

016 

(f ç f ç f) -1(d)‌�=( f -1 ç f -1 ç f -1)(d) � ‌

=f -1( f -1( f -1(d))) 

f -1(d)=k라 하면 �

y=f(x)

y=x

a
b
c
d

a b c d

e

x

y

O

f(k)=d    ∴ k=c �

즉, f -1( f -1( f -1(d)))=f -1( f -1(c)) 

f -1(c)=l이라 하면 

f(l)=c    ∴ l=b 

즉, f -1( f -1(c))=f -1(b)

f -1(b)=m이라 하면 

f(m)=b    ∴ m=a 

∴ ( f ç f ç f) -1(d)‌�=f -1( f -1( f -1(d)))� ‌

=f -1(b)=a 

답 ① 

017 

f(x)=xÛ`-4x+k=(x-2)Û`+k-4 (x¾2) 

함수 y=f -1(x)의 그래프는 함수�

k-42

k-4
2

x

y

O

y=f(x)

y=f ÑÚ (x)

y=x  

y=f(x)의 그래프와 직선 y=x에 

대하여 대칭이므로 두 함수 y=f(x), 

y=f -1(x)의 그래프와 직선 y=x는 

오른쪽 그림과 같다. 

두 함수 y=f(x), y=f -1(x)의 그

래프가 서로 다른 두 점에서 만나려면 함수 y=f(x)의 그래프와 

직선 y=x가 서로 다른 두 점에서 만나야 한다. 

즉, 이차방정식 xÛ`-4x+k=x, 즉 xÛ`-5x+k=0이 2보다 크거

나 같은 서로 다른 두 실근을 가져야 한다. 

Ú ‌�이차방정식 xÛ`-5x+k=0의 판별식을 D라 하면

D=(-5)Û`-4k>0    ∴ k<:ª4°: 

Û ‌�g(x)=xÛ`-5x+k라 하면 g(2)¾0이어야 하므로

4-10+k¾0    ∴ k¾6 

Ü ‌�함수 y=xÛ`-5x+k의 그래프의 대칭축이 직선 x=2보다 오

른쪽에 있어야 하므로

- -5
2 >2    ∴ k는 모든 실수
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Ú~Ü에서 6Ék<:ª4°:이므로 정수 k의 값은 6이다.

답 6 

018 

직선 

y=m(x-1)+3 � …… ㉠ 

은 m의 값에 관계없이 항상 점 (1, 3)을 지난다. 

Ú 직선 ㉠이 점 (4, 1)을 지날 때� y=|x-4|+1

(i)(ii)
x

y

O
1
3

1 4

 

m= 1-3 
4-1 =-;3@; 

Û ‌�직선 ㉠이 x<4에서 함수 � ‌

y=|x-4|+1의 그래프와 평행할 때 

m=-1 

Ú, Û에서 -1Ém<-;3@;

답 ③ 

019

정수 k에 대하여 kÉ n
3 <k+1 (n¾4)일 때 [ n

3 ]=k이므로 

f(n)=f(k)+1 

33É 100
3 <34이므로

f(100)=f(33)+1 

11É 33
3 <12이므로

f(33)=f(11)+1 

3É 11
3 <4이므로

f(11)‌�=f(3)+1� ‌

=1+1=2 

따라서

f(33)‌�=f(11)+1� ‌

=2+1=3

이므로 

f(100)‌�=f(33)+1� ‌

=3+1=4 

답 4 

020 

모든 실수 x에 대하여 

f(x+1)=f(x)+2 � …… ㉠ 

ㄱ. ‌�㉠에서 � ‌

f(1)‌�=f(0)+2� ‌

=1+2=3

f(2)‌�=f(1)+2� ‌

=3+2=5

f(3)‌�=f(2)+2� ‌

=5+2=7

f(4)‌�=f(3)+2� ‌

=7+2=9

f(5)‌�=f(4)+2� ‌

=9+2=11 (참) 

ㄴ. ‌�㉠에서 f(x)=f(x+1)-2이므로� ‌

f(-1)‌�=f(0)-2� ‌

=1-2=-1

f(-2)‌�=f(-1)-2� ‌

=-1-2=-3

f(-3)‌�=f(-2)-2� ‌

=-3-2=-5 (참) 

ㄷ. ‌�모든 실수 x에 대하여� ‌

f(x+2)‌�=f((x+1)+1)=f(x+1)+2� ‌

=f(x)+2+2� ‌

=f(x)+4 (참) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 

021

Ú ‌�a=0일 때� ‌

f(x)=bx+2이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 직선이다. � ‌

2Éf(0)É50, 2Éf(4)É50이어야 하므로� ‌

2É4b+2É50    ∴ 0ÉbÉ12 � ‌

따라서 순서쌍 (a, b)는 13개이다. 

Û a>0일 때

이차함수 f(x)=axÛ`+bx+2의 그래프의 꼭짓점의 x좌표가

-;2õa;이므로 0ÉxÉ4에서 x의 값이 증가할 때 f(x)의 값도 증

가한다. � ‌

따라서 f(0)¾2, f(4)É50이어야 하므로� ‌

16a+4b+2É50    ∴ 4a+bÉ12� ‌

ⓐ ‌�a=1일 때� ‌

0ÉbÉ8이므로 순서쌍 (a, b)는 9개

ⓑ ‌�a=2일 때 � ‌

0ÉbÉ4이므로 순서쌍 (a, b)는 5개

ⓒ ‌�a=3일 때 � ‌

b=0이므로 순서쌍 (a, b)는 1개 

ⓐ, ⓑ, ⓒ에서 순서쌍 (a, b)의 개수는 � ‌

9+5+1=15 

Ú, Û에서 구하는 순서쌍 (a, b)의 개수는 
13+15=28 

답 ⑤ 

022

조건 ㈏에서 a+b=7이므로

a=7, b=0 참고

n(X)=8이고, 조건 ㈎에서 n(Y)=7, Y,X이므로 

n(X-Y)=1 0, 1, 2, ⋯, 7 중 하나는 집합 Y의 원소가 

아니고 나머지는 모두 집합 Y의 원소이다.

X-Y={k}라 하면 함수 f는 k를 함숫값으로 갖지 않는다. 

또, 조건 ㈐에 의하여 최댓값 7을 함숫값으로 갖는 정의역의 원소

가 2개이므로 조건 ㈑에서 

f(0)+f(1)+f(2)+ ⋯ +f(7)‌�=(0+1+2+ ⋯ +7)-k+7� ‌

=35-k 

즉, 35-k=33이므로 

k=2 

-;2õa;É4
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따라서 X-Y={2}이므로 집합 X-Y의 모든 원소의 합은 2이

다. 

답 2 

참고  

a<7 또는 b>0이면 n(Y)<7이므로 조건 ㈎를 만족시키지 않는다. 

023

h(x)=m( f(x), g(x))에서 

h(1)=m( f(1), g(1))=m( f(1), 3)

h(2)=m( f(2), g(2))=m( f(2), 2)

h(3)=m( f(3), g(3))=m( f(3), 1)

h(4)=m( f(4), g(4))=m( f(4), 4) 

h(3)=m( f(3), 1)에서 h(3)은 f(3)과 1 중에서 크지 않은 수이

고 1은 정의역 X의 가장 작은 원소이므로 

h(3)=1 

h(1)=m( f(1), 3)에서 h(1)É3 

h(2)=m( f(2), 2)에서 h(2)É2 

h(4)=m( f(4), 4)에서 h(4)É4 

이때 함수 h가 일대일대응이므로 

h(3)=1, h(2)=2, h(1)=3, h(4)=4 

또, 

h(1)=m( f(1), 3)=3에서 f(1)¾3 

h(2)=m( f(2), 2)=2에서 f(2)¾2 

h(3)=m( f(3), 1)=1에서 f(3)¾1 

h(4)=m( f(4), 4)=4에서 f(4)¾4 

이때 함수 f가 일대일대응이므로 

f(4)=4, f(1)=3, f(2)=2, f(3)=1 

∴ f(2)+h(4)=2+4=6 

답 6 

024

g(x)=3-x, h(x)=a(x-3)Û`+b라 하자.

집합 {x|0ÉxÉ3}에서 정의된 함수 g(x)의 치역이� 

{y|0ÉyÉ3}이므로 함수 f가 일대일대응이 되려면 집합 �

{x|3<xÉ4}에서 정의된 함수 h(x)의 치역이 {y|3<yÉ4}이

어야 한다. 

Ú ‌�a<0일 때� ‌

함수 h(x)의 치역이 {y|h(4)Éy<h(3)}이므로 f(x)는 일대

일대응이 될 수 없다. 

Û ‌�a=0일 때� ‌

함수 h(x)가 상수함수이므로 f(x)는 일대일대응이 될 수 없다. 

Ü ‌�a>0일 때� ‌

함수 h(x)의 치역이 �

x

y

O

4
3

3 4

y=f(x)
{y|h(3)<yÉh(4)}이므로 함수 f가 

일대일대응이 되려면 오른쪽 그림과 

같아야 한다.� ‌

즉, h(3)=3, h(4)=4이어야 하므로 �

b=3, a+b=4 � ‌

∴ a=1, b=3 

Ú~Ü에서 f(x)=[
3-x		 (0ÉxÉ3)
(x-3)Û`+3	(3<xÉ4)이므로

f {;2&;}=:Á4£:

답 ② 

025

함수 f(x)가 상수함수이므로 

f(-1)=f(1)=f(3)=c (c는 상수) 

라 하자. 

f(-1)=c에서 

-k+1=c    ∴ k=1-c 

f(1)=c에서 

1+p+q=c    ∴ p+q=c-1 � …… ㉠ 

f(3)=c에서 

9+3p+q=c    ∴ 3p+q=c-9� …… ㉡ 

㉠-㉡을 하면

-2p=8    ∴ p=-4 

p=-4를 ㉠에 대입하면 

-4+q=c-1    ∴ q=c+3 

∴ k+q=(1-c)+(c+3)=4 

답 ④ 

026

f(-x)=-f(x)+2에 x=0을 대입하면 

f(0)=-f(0)+2    ∴ f(0)=1 다른 풀이

f(-x)=-f(x)+2에서 -f(x)+2<A이어야 하므로

f(x)<{-1, 0, 1, 2, 3} 

x>0일 때, f(x)의 값은 각각의 x의 값에 대하여 5개씩 선택할 

수 있고, f(x)의 값이 정해지면 f(-x)의 값은 -f(x)+2로 결

정된다. 

따라서 함수 f의 개수는 

1_5_5_5=125 

답 ④ 

다른 풀이

f(-x)=-f(x)+2에서 f(-x)+f(x)=2 

x=-1 또는 x=1일 때 f(-1)+f(1)=2이므로 가능한 순서쌍 

( f(-1), f(1))은 

(-1, 3), (0, 2), (1, 1), (2, 0), (3, -1) 

의 5개이다. 

같은 방법으로 가능한 순서쌍 ( f(-2), f(2))와 ( f(-3), f(3))

의 개수를 구하면 각각 5이다.

따라서 함수 f의 개수는 

1_5_5_5=125 

027

함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

y=f(x)

x

y

O

1

2

321 4
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함수 y=f(x)의 그래프는 직선 x=2에 대하여 대칭이고, 치역은� 

{y|0ÉyÉ2}이므로 0ÉaÉ2 

g(x)= |x-1|+|x-3|
2

=[
-x+2	(0Éx<1) 
1		  (1Éx<3) 
x-2		 (3ÉxÉ4)

이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

x

y

O

y=g(x)

1

2

31 4

방정식 g(x)=h(x)의 해가 1ÉxÉ3이므로

0Éx<1에서 h(x)+-x+2, 

1ÉxÉ3에서 h(x)=1, 

3<xÉ4에서 h(x)+x-2 

이때 1ÉxÉ3에서 ( f ç h)(x)=f(h(x))=f(1)=1이므로 

a=1 

∴ ‌�a+h(1)+h(2)+h(3)=1+1+1+1=4

답 4 

028

조건 ㈏에서 f(8)=1이고, 조건 ㈎에서 함수 f 는 일대일대응이므

로 정의역의 원소 중 1, 2, ⋯, 7에 1을 제외한 치역의 원소 2, 3, 

⋯, 8이 대응하면 된다. 

조건 ㈐에서 kÉ7이면 f(k)¾k이므로 

f(7)¾7, 즉 f(7)의 값은 7, 8 중에서 하나의 값을 가지므로 2가지 

f(6)¾6, 즉 f(6)의 값은 6, 7, 8 중에서 f(7)의 값을 제외한 나

머지 두 수 중 하나의 값을 가지므로 2가지 

같은 방법으로 f(5), f(4), f(3), f(2)의 값을 정하는 방법은 각

각 2가지이고, f(1)의 값을 정하는 방법은 1가지이다. 

따라서 함수 f의 개수는 

2_2_2_2_2_2_1=64 

답 ② 

029

조건 ㈎에서 함수 f의 치역의 원소의 개수가 4이고, 조건 ㈏에서 

f(1)=f(2)이므로 f(1), f(2)의 값을 정하는 방법의 수는 4이다. 

또, f(3)+f(1)이므로 f(3)의 값을 정하는 방법의 수는 3이다. 

조건 ㈐에서 f(4), f(5), f(6)의 값이 모두 서로 다르므로 이 중 

두 개는 f(1), f(3)의 값을 제외한 나머지 치역의 원소이고, 한 

개는 f(1) 또는 f(3)의 값과 같아야 한다. 

f(1), f(3)의 값 중에서 하나를 택하여 치역의 원소 3개로 f(4), 

f(5), f(6)의 값을 정하는 방법의 수는 

2_3!=12 

따라서 함수 f의 개수는 

4_3_12=144 

답 144 

030

Ú ‌�x가 유리수일 때, 1+x도 유리수이므로� ‌

h(x)‌�=f(x)+f(1+x)-( f ç f)(x)� ‌

=f(x)+f(1+x)-f( f(x))� ‌

=x+(1+x)-f(x)� ‌

=2x+1-x� ‌

=x+1 

Û ‌�x가 무리수일 때, 1+x도 무리수이므로� ‌

h(x)‌�=f(x)+f(1+x)-( f ç f)(x)� ‌

=f(x)+f(1+x)-f( f(x))� ‌

=(1+x)+{1+(1+x)}-f(1+x)� ‌

=2x+3-{1+(1+x)}� ‌

=x+1 

Ú, Û에서 h(x)=x+1

h(k)¾10에서 

k+1¾10    ∴ k¾9 

따라서 k의 최솟값은 9이다. 

답 9 

031

조건 ㈐에서 함수 f가 일대일함수이므로 

f(4)+f(5)¾3

조건 ㈎에서 f(4)+f(5)=f(1)이므로

f(1)¾3 

Ú ‌�f(1)=3일 때 � ‌

( f ç f)(1)=5에서� ‌

f( f(1))=5    ∴ f(3)=5� ‌

f(4)+f(5)=3이므로� ‌

f(4)=1, f(5)=2 또는 f(4)=2 또는 f(5)=1� ‌

∴ f(2)=4 

Û ‌�f(1)=4일 때 � ‌

( f ç f)(1)=5에서� ‌

f( f(1))=5    ∴ f(4)=5� ‌

이때 f(4)+f(5)=4를 만족시키는 f(5)의 값이 존재하지 않

는다. 

Ü ‌�f(1)=5일 때� ‌

( f ç f)(1)=5에서� ‌

f( f(1))=5    ∴ f(5)=5� ‌

이때 f(1)=f(5)가 되어 f는 일대일함수가 될 수 없다. 

Ú~Ü에서
f(1)=3, f(2)=4, f(3)=5, f(4)=1, f(5)=2 

또는 f(1)=3, f(2)=4, f(3)=5, f(4)=2, f(5)=1 

∴ f(2)-f(4)_f(5)=4-1_2=2 

답 2 

032

조건 ㈎에서 f( f(x))É5-x 

ㄱ. ‌�조건 ㈎에 의하여 f( f(4))É1이므로 f( f(4))=1 (참) 

ㄴ. ‌Ú ‌�f(4)=1일 때

f( f(4))=f(1)=1이므로
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ⓐ ‌�f(3)=1이면 함수 f의 치역이 {1, 2, 4}가 될 수 없으므

로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다. 

ⓑ ‌�f(3)=2이면 함수 f의 치역이 {1, 2, 4}이므로 f(2)=4 

이어야 하는데 f( f(3))=f(2)=4>2가 되어 조건 ㈎

를 만족시키지 않는다. 

ⓒ ‌�f(3)=4이면 함수 f의 치역이 {1, 2, 4}이므로 f(2)=2 

이고, f( f(1))=f(1)=1É4, f( f(2))=f(2)=2É3, 

f( f(3))=f(4)=1É2가 되어 조건을 만족시킨다. 

Û ‌�f(4)=2일 때 � ‌

f( f(4))=f(2)=1이므로� ‌

ⓐ ‌�f(3)=1이면 함수 f의 치역이 {1, 2, 4}이므로 f(1)=4 

이어야 하는데 f( f(2))=f(1)=4>3이 되어 조건 ㈎

를 만족시키지 않는다. 

ⓑ ‌�f(3)=2이면 함수 f의 치역이 {1, 2, 4}이므로 f(1)=4 

이어야 하는데 f( f(2))=f(1)=4>3이 되어 조건 ㈎

를 만족시키지 않는다. 

ⓒ ‌�f(3)=4일 때� ‌

f(1)=1이면 f( f(1))=f(1)=1É4,�

f( f(2))=f(1)=1É3, f( f(3))=f(4)=2É2가 되어 

조건을 만족시킨다. � ‌

또, f(1)=2이면 f( f(1))=f(2)=1É4,� 

f( f(2))=f(1)=2É3, f( f(3))=f(4)=2É2가 되어 

조건을 만족시킨다. � ‌

한편, f(1)=4이면 f( f(2))=f(1)=4>3이 되어 조건 

㈎를 만족시키지 않는다. 

Ü ‌�f(4)=4일 때� ‌

f( f(4))=f(4)=4>1이 되어 조건 ㈎를 만족시키지 않는다. 

Ú~Ü에서 가능한 모든 함수 f에 대하여 f(3)=4이다. (참) 

ㄷ. ㄴ에서 가능한 함수 f의 개수는 3이다. (거짓) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다. 

답 ② 

033

f(x)=[
3	 (|x|>2) 
0	 (|x|=2) 
xÛ`-1	(|x|<2)

� y=f(x)

O
2

3

-1
-2 x

y

에 대하여 함수 y=f(x)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같다. 

( f ç g)(x)=f(g(x))=f(x-1)이므로 함수 y=( f ç g)(x), 즉 

y=f(x-1)의 그래프는 함수 y=f(x)
y=(f © g)(x)

O
3

3

-1 x

y

-1

1

의 그래프를 x축의 방향으로 1만큼 평

행이동한 것이다. 

따라서 함수 y=( f ç g)(x)의 그래프는 

오른쪽 그림과 같다.

답 ③ 

다른 풀이

( f ç g)(x)=[
3		  (|x-1|>2) 
0		  (|x-1|=2) 
(x-1)Û`-1	(|x-1|<2)

=[
3		  (x<-1 또는 x>3) 
0		  (x=-1 또는 x=3) 
(x-1)Û`-1	(-1<x<3)

034

f(x)=[
5 (x<1) 
2 (x=1) 
4 (1<xÉ4) 
1 (x>4)

이므로

x<1일 때, ( f ç f)(x)=f(5)=1 

x=1일 때, ( f ç f)(x)=f(2)=4 

1<xÉ4일 때, ( f ç f)(x)=f(4)=4 

x>4일 때, ( f ç f)(x)=f(1)=2 

∴ ( f ç f)(x)=[
1 (x<1) 
4 (1ÉxÉ4) 
2 (x>4)

�

y=( f © f )(x)

4
-1

x

y

O
1

1

2

4 (i)

(ii)

따라서 함수 y=( f ç f)(x)의 그래

프는 오른쪽 그림과 같고, 직선 �

y=mx-1은 m의 값에 관계없이 

항상 점 (0, -1)을 지난다.

Ú ‌�직선 y=mx-1이 점 (4, 2)를 지날 때 

2=4m-1    ∴ m=;4#; 

Û 직선 y=mx-1이 점 (4, 4)를 지날 때 

4=4m-1    ∴ m=;4%; 

Ú, Û에서 직선 y=mx-1이 함수 y=( f ç f)(x)의 그래프와 만

나지 않으려면 ;4#;Ém<;4%;이므로 정수 m의 값은 1이다. 

답 ③ 

035

3f(x)-f(g(x))=4x+1 � …… ㉠ 

㉠에 x=g(x)를 대입하면 

3f(g(x))-f(g(g(x)))=4g(x)+1 

g ç g=I이므로 

3f(g(x))-f(x)=4g(x)+1 � …… ㉡ 

3_㉠+㉡을 하면 

8f(x)=12x+4+4g(x) 

8f(x)-4g(x)=12x+4, 즉 2f(x)-g(x)=3x+1 

∴ 2f(6)-g(6)=19 

답 19 

036

(g ç f)(x)=g( f(x))={ f(x)}Û`-2af(x)+4 

f(x)=xÛ`-4x-5=(x-2)Û`-9 

이므로 f(x)=t로 놓으면 t¾-9 

∴ g(t)=tÛ`-2at+4=(t-a)Û`+4-aÛ`

Ú ‌�a<-9일 때� ‌

t¾-9인 모든 실수 t에 대하여�

t
a

-9

y=g(t)‌

g(t)¾0이려면 g(-9)¾0이어야 하므로

81+18a+4¾0    ∴ a¾-;1*8%; 

그런데 a<-9이어야 하므로 이를 만족

시키는 a의 값은 존재하지 않는다. 
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Û ‌�a¾-9일 때�

a-9

y=g(t)

t

‌

t¾-9인 모든 실수 t에 대하여� ‌

g(t)¾0이려면 g(a)¾0이어야 하므로

4-aÛ`¾0, aÛ`É4� ‌

∴ -2ÉaÉ2 

Ú, Û에서 -2ÉaÉ이므로 정수 a는 -2, -1, 0, 1, 2의 5개이

다. 

답 ④ 

037

f(x)=(x-3)Û`+2에 대하여

( f ç f)(x)=f(t-2f(x))에서 f( f(x))=f(t-2f(x))

∴ f(x)=t-2f(x) 또는 f(x)+{t-2f(x)}
2 =3 참고

Ú f(x)=t-2f(x)일 때

3f(x)=t    ∴ f(x)=;3T;

Û f(x)+{t-2f(x)}
2 =3일 때

-f(x)+t=6    ∴ f(x)=t-6 

Ú, Û에서 주어진 방정식의 해는 두 방정식 

f(x)=;3T; 또는 f(x)=t-6 � …… ㉠ 

의 해와 같다. 

방정식 f(x)=k (k는 상수)는 k<2일 때 해가 없고, k=2일 때 

중근, k>2일 때 서로 다른 두 실근을 가지므로 ㉠의 서로 다른 

실근이 3개이려면 

;3T;=2, t-6>2 또는 ;3T;>2, t-6=2

이때 ;3T;=2, t-6>2를 만족시키는 t의 값은 존재하지 않으므로

;3T;>2, t-6=2에서 t=8 

답 8 

참고

이차함수 f(x)=a(x-p)Û`+q에 대하여 f(m)=f(n)이면 

m=n 또는 
m+n 

2 =p 

038

( f ç f)(x)=f(x)에서 f( f(x))=f(x) 

f(x)=t로 놓으면 f(t)=t 

함수 y=f(x)의 그래프와 직선 y=x가 만나는 점의 x좌표를 작

은 수부터 차례대로 a, b, c, d라 하면 

t=a 또는 t=b 또는 t=c 또는 t=d 

즉, f(x)=a 또는 f(x)=b 또는 f(x)=c 또는 f(x)=d 

y=x

y=d

y=bO

y=f(x)

y=c

y=a

a b
c d

a

b

c

d

x

y

위의 그림에서 방정식 f(x)=a의 서로 다른 실근의 개수는 함수 

y=f(x)의 그래프와 직선 y=a의 교점의 개수와 같으므로 2 

같은 방법으로 구하면 

방정식 f(x)=b의 서로 다른 실근의 개수는 2 

방정식 f(x)=c의 서로 다른 실근의 개수는 4 

방정식 f(x)=d의 서로 다른 실근의 개수는 2 

따라서 방정식 ( f ç f)(x)=f(x)의 서로 다른 실근의 개수는 

2+2+4+2=10 

답 ⑤ 

039

ㄱ. ‌�[반례] f(x)=x, g(x)=x이고 a=-1이면 f(x), g(x)는 

일대일함수이지만 af(x)+g(x)=0이므로 af(x)+g(x)는 

일대일함수가 아니다. (거짓)

ㄴ. ‌�[반례] f(x)=x, g(x)=x이면 f(x), g(x)는 일대일함수이

지만 f(x)g(x)=xÛ`이므로 f(x)g(x)는 일대일함수가 아니

다. (거짓) 

ㄷ. ‌�임의의 두 실수 xÁ, xª에 대하여 ( f ç g)(xÁ)=( f ç g)(xª)라 

하면 f(g(xÁ))=f(g(xª))� ‌

이때 f가 일대일함수이므로 g(xÁ)=g(xª)� ‌

또, g가 일대일함수이므로 xÁ=xª� ‌

따라서 f ç g는 일대일함수이다. � ‌

같은 방법으로 g ç f 도 일대일함수임을 보일 수 있다. (참) 
따라서 옳은 것은 ㄷ이다. 

답 ③

040

함수 f 의 역함수가 존재하므로 f 는 일대일대응이다. 

조건 ㈎에서 f(2)=17-2f(4) 

1Éf(2)É6이므로 

1É17-2f(4)É6, -16É-2f(4)É-11

∴ :Á2Á:Éf(4)É8 

또, 1Éf(4)É6이므로

f(4)=6, f(2)=5 

f(4)=6에서 f -1(6)=4이므로 조건 ㈏에서 

4-f -1(3)=1    ∴ f -1(3)=3, f(3)=3 

조건 ㈐에서 f(1)+f(5)=6이고 f(1), f(5)의 값으로 가능한 것

은 1, 2, 4이므로 

f(1)=2, f(5)=4 또는 f(1)=4, f(5)=2 

이때 조건 ㈑에서 f(1)>f(5)이므로 

f(1)=4, f(5)=2이고 f(6)=1 

또, f(5)=2에서 f -1(2)=5이므로

f(6)+f -1(2)=1+5=6 

답 6 

041

ㄱ. ‌�f(x+y)=f -1(x)+f -1(y)에 x=0, y=0을 대입하면� ‌

f(0)=f -1(0)+f -1(0)  �   ‌

∴ f(0)=2f -1(0) (참) 

090     정답과 풀이

해(083-100)_고난도_06.indd   90 2026-04-30   오후 4:50:28



ㄴ. ‌�f(x+y)=f -1(x)+f -1(y)에 x=f(0), y=f(0)을 대입하면 

f( f(0)+f(0))=f -1( f(0))+f -1( f(0))� ‌

f(2 f(0))=0+0=0  �   ‌

∴ 2 f(0)=f -1(0) (참) 

ㄷ. ‌�ㄱ, ㄴ에서 f(0)=2f -1(0), 2 f(0)=f -1(0)이므로� ‌

f(0)=2f -1(0)=2_2f(0)=4f(0)� ‌

∴ f(0)=0, f -1(0)=0� ‌

‌�f(x+y)=f -1(x)+f -1(y)에 y=0을 대입하면� ‌

f(x)=f -1(x)+f -1(0)  �   ‌

∴ f -1(x)=f(x)-f -1(0) � ‌

또, f(x+y)=f -1(x)+f -1(y)에 x=0을 대입하면� ‌

f(y)=f -1(0)+f -1(y)  �   ‌

∴ f -1(y)=f(y)-f -1(0)� ‌

∴ f(x+y)‌�=f -1(x)+f -1(y)� ‌

={ f(x)-f -1(0)}+{ f(y)-f -1(0)}� ‌

=f(x)+f(y)-2f -1(0) � ‌

=f(x)+f(y) (참) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 

042

f(5x+1-3g(x))=x에서 

f -1(x)=5x+1-3g(x) 

f -1(x)=g(x)이므로 

g(x)=5x+1-3g(x)    ∴ g(x)=;4%;x+;4!; 다른 풀이

방정식 f(x)g(x-1)=0에서 

f(x)=0 또는 g(x-1)=0 

Ú ‌�f(x)=0인 경우� ‌

방정식 f(x)=0의 실근을 a라 하면 f(a)=0이므로

g(0)=a    ∴ a=;4!;

Û g(x-1)=0인 경우 

;4%;(x-1)+;4!;=0    ∴ x=;5$; 

Ú, Û에서 방정식 f(x)g(x-1)=0의 실근은 ;4!;, ;5$;이므로 구하

는 곱은 

;4!;_;5$;=;5!;

답 ;5!;

다른 풀이

g(x)=;4%;x+;4!;에서 y=;4%;x+;4!;로 놓고 x에 대하여 정리하면 

x=;5$;y-;5!;

x와 y를 서로 바꾸면 

y=;5$;x-;5!;

∴ f(x)=;5$;x-;5!;

g(x-1)=;4%;(x-1)+;4!;=;4%;x-1이므로 

f(x)g(x-1)=0에서

{;5$;x-;5!;}{;4%;x-1}=0, (4x-1)(5x-4)=0  

∴ x=;4!; 또는 x=;5$; 

따라서 모든 실근의 곱은 

;4!;_;5$;=;5!; 

043

집합 T의 원소 abÕ의 십의 자리에 올 수 있는 숫자는 5개, 일의 자

리에 올 수 있는 숫자는 십의 자리에 온 숫자를 제외한 4개이므로 

집합 T의 원소의 개수는 

5_4=20 

이때 집합 T의 한 원소 stÕ에 대하여 f(stÕ)=f(tsÕ)이므로 집합 T

의 원소 20개 중 같은 함숫값을 갖는 원소가 10쌍 있다.

또, 함수 f의 역함수가 존재하려면 함수 f의 정의역인 집합 X에는 

stÕ, tsÕ 중 하나만 속해야 한다. 참고

따라서 집합 T의 원소 20개 중 같은 함숫값을 갖는 원소 10쌍 각

각에 대하여 2가지씩 택할 수 있으므로 집합 X의 개수는 210이다.

답 ③

참고  

예를 들어 집합 T의 원소 21에 대하여 f(21)=f(12)=12이므로 함수 �  

f 의 역함수가 존재하려면 집합 X에는 21과 12 중 하나만 속해야 한다.

044

함수 f 의 역함수가 존재하므로 f 는 일대일대응이다. 

조건 ㈎에서 -2É( f ç f)(-1)É2, -2Éf -1(-2)É2이므로

( f ç f)(-1)=2, f -1(-2)=2

∴ f( f(-1))=2, f(2)=-2 

Ú ‌�f(-1)=-1일 때 � ‌

f(f(-1))=f(-1)=-1+2� ‌

따라서 조건을 만족시키지 않는다.

Û ‌�f(-1)=0일 때 � ‌

f( f(-1))=f(0)=2� ‌

조건 ㈏에서 f(0)_f(-2)É0이고 f(1)_f(-1)É0이므로� ‌

f(-2)=-1, f(1)=1 

Ü ‌�f(-1)=1일 때� ‌

f( f(-1))=f(1)=2� ‌

이때 f(1)_f(-1)>0이므로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다.

Ý ‌�f(-1)=2일 때� ‌

f( f(-1))=f(2)=-2+2� ‌

따라서 조건을 만족시키지 않는다.

Ú~Ý에서 f(0)=2, f(1)=1

∴ 6f(0)+5f(1)+2f(2)=12+5+(-4)=13 

답 13 

045

조건 ㈎에서 함수 f의 역함수가 존재하므로 f는 일대일대응이다. 

조건 ㈏에서 f(a)=f -1(a)이므로 f( f(a))=a 

06. 함수     091
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Ú ‌�f(a)=a일 때� ‌

f(b)의 값이 될 수 있는 것은 c, d, e의 3개 � ‌

f(c), f(d), f(e)의 값을 정하는 방법의 수는 a와 f(b)의 값

을 제외한 나머지 3개를 일렬로 나열하는 방법의 수와 같으므

로 3!=6 � ‌

따라서 함수 f의 개수는 � ‌

3_6=18 

Û ‌�f(a)=b일 때� ‌

f( f(a))=a에서 f(b)=a� ‌

f(c), f(d), f(e)의 값을 정하는 방법의 수는 a, b를 제외한 

나머지 3개를 일렬로 나열하는 방법의 수와 같으므로 3!=6� ‌

따라서 함수 f의 개수는 � ‌

6

Ü ‌�f(a)=c일 때 � ‌

f( f(a))=a에서 f(c)=a� ‌

f(b)의 값이 될 수 있는 것은 d, e의 2개 � ‌

f(d), f(e)의 값을 정하는 방법의 수는 a, c와 f(b)의 값을 제

외한 나머지 2개를 일렬로 나열하는 방법의 수와 같으므로 � ‌

2!=2 � ‌

따라서 함수 f의 개수는 � ‌

2_2=4 

Ý ‌�f(a)=d일 때 � ‌

f( f(a))=a에서 f(d)=a� ‌

f(b)의 값이 될 수 있는 것은 c, e의 2개� ‌

f(c), f(e)의 값을 정하는 방법의 수는 a, d와 f(b)의 값을 제

외한 나머지 2개를 일렬로 나열하는 방법의 수와 같으므로 � ‌

2!=2� ‌

따라서 함수 f의 개수는 � ‌

2_2=4 

Þ ‌�f(a)=e일 때 � ‌

f( f(a))=a에서 f(e)=a� ‌

f(b)의 값이 될 수 있는 것은 c, d의 2개� ‌

f(c), f(d)의 값을 정하는 방법의 수는 a, e와 f(b)의 값을 제

외한 나머지 2개를 일렬로 나열하는 방법의 수와 같으므로 � ‌

2!=2� ‌

따라서 함수 f의 개수는 � ‌

2_2=4 

Ú~Þ에서 구하는 함수 f의 개수는 
18+6+4+4+4=36 

답 ① 

046

오른쪽 그림과 같이 함수 y=f(x)와

y=-x+k

y=x
y=f(x)

x

y

O

y=f ÑÚ (x)A

B

H

‌

그 역함수 y=f -1(x)의 그래프는 직

선 y=x에 대하여 대칭이고, 두 직선 

y=-x+k, y=x가 서로 수직이므로 

두 직선의 교점을 H라 하면 �

AHÓ=BHÓ

점 A의 좌표를 (a, aÛ`+1)이라 하면 점 A와 직선 y=x, 즉 

x-y=0 사이의 거리는 

AÕHÓ= |a-(aÛ`+1)| 
"Ã1Û`+(-1)Û`

=
|{a-;2!;}2`+;4#;| 

'2

따라서 선분 AH의 길이는 a=;2!;일 때 최솟값 3'2 8  를 가지므로 선

분 AB의 길이의 최솟값은 

2_ 3'2 
8 = 3'2 

4
답 ⑤ 

047

{x|f(x)=f -1(x)}={3, a, a+12}이고 a+3, a+12+3이므로 

함수 y=f(x)의 그래프와 그 역함수 y=f -1(x)의 그래프의 교점

의 개수가 3이고 교점의 x좌표는 각각 3, a, a+12이다. 

f(x)=[ xÛ`-6x+12	 (x<3) 
k(x-3)+3	(x¾3)

=[
(x-3)Û`+3	 (x<3) 
k(x-3)+3	(x¾3)

이때 함수 f의 역함수가 존재하므로 f 는 일대일대응이다.

따라서 함수 y=f(x)의 그래프는 오른쪽 y=x

y=f(x)

x

y

O3

3

12

 

그림과 같아야 하고, y=f(x)의 그래프와 

직선 y=x의 교점의 좌표는 (3, 3)이다. 

∴ a<3 

f(a)=f -1(a)=b라 하면 b>3이고

f(a)=b에서 f -1(b)=a
f -1(a)=b에서 f(b)=a 
즉, f(b)=f -1(b)에서 x=b는 방정식 f(x)=f -1(x)의 근이므

로 b=a+12 (∵ b>3)

f(a)=a+12에서

aÛ`-6a+12=a+12, aÛ`-7a=0

a(a-7)=0    ∴ a=0, b=12 (∵ a<3)

f(b)=a에서

f(12)=9k+3=0    ∴ k=-;3!; 

∴ 3k-a=-1-0=-1 

답 -1 

048

{ f(1)-g(1)}{ f(-1)-g(-1)}<0에서 

f(1)>g(1), f(-1)<g(-1) 

또는 f(1)<g(1), f(-1)>g(-1) 

즉, f(1)+g(1), f(-1)+g(-1)이고 함수 h의 역함수가 존재

하면 h가 일대일대응이므로 f(1)=g(-1), f(-1)=g(1)이어야 
한다.

f(1)=g(-1)에서

a-2=1-b+c    ∴ a+b-c=3� yy ㉠
f(-1)=g(1)에서 
-a-2=1+b+c    ∴ a+b+c=-3� yy ㉡
㉠+㉡을 하면 

2a+2b=0    ∴ b=-a

㉠-㉡을 하면 

-2c=6    ∴ c=-3

또, -1ÉxÉ1에서 함수 g가 일대일대응이어야 하고, 함수

y=g(x)의 그래프의 대칭축은 직선 x=-;2B;, 즉 x=;2A;이므로 

092     정답과 풀이
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;2A;É-1 또는 ;2A;¾1    ∴ aÉ-2 또는 a¾2 

∴ aÛ`+bÛ`+cÛ`=2aÛ`+9¾8+9=17 

따라서 aÛ`+bÛ`+cÛ`의 최솟값은 17이다. 

답 17

049 

f(x)=[
-x(x-p)	(x<p) 
x(x-p)	 (x¾p)

이고

(g ç f)(x)‌�=g( f(x))� ‌

={ f(x)}Û`-3f(x)� ‌

=f(x){ f(x)-3} 

함수 y=(g ç f)(x)의 그래프가 x축과 만나는 점의 개수는 방정식 

(g ç f)(x)=0의 서로 다른 실근의 개수와 같으므로 

f(x){ f(x)-3}=0에서 

f(x)=0 또는 f(x)=3 

즉, N(p)는 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 y=0, y=3의 교점

의 개수와 같다.

ㄱ. p=0인 경우

f(x)=[
-xÛ` (x<0) 

xÛ`    (x¾0)
�

y=3

y=0

y=f(x)

3

x

y

O

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 

오른쪽 그림과 같다.� ‌

이때 함수 y=f(x)의 그래프와 직

선 y=0, y=3의 교점의 개수가 2

이므로 � ‌

N(0)=2 (참)

ㄴ. p=2인 경우

f(x)=[-x(x-2)	(x<2) 
x(x-2)	 (x¾2)

�

y=3

y=0

y=f(x)

3

x

y

O 21

1
이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 

오른쪽 그림과 같다.� ‌

이때 함수 y=f(x)의 그래프와 직

선 y=0, y=3의 교점의 개수가 3이

므로� ‌

N(2)=3 (참) 

ㄷ. ‌�p<0이면 함수 y=f(x)의 그래프는 [그림 1]과 같고, p>0

이면 함수 y=f(x)의 그래프는 [그림 2]와 같다.

3

p

y

O
y=0

y=3

y=f(x)

x p

y=f(x)

y=0

3

y

O

y=3

x

[그림 1] [그림 2]

이때 p<0이면 항상 N(p)=3이므로 N(p)=5이려면 p>0

이어야 하고, 함수 y=-x(x-p)의 그래프의 꼭짓점의 y좌

표가 3보다 커야 한다.� ‌

y‌�=-x(x-p)� ‌

=-xÛ`+px

=-{x-;2P;}2`+ pÛ` 
4  

에서 
pÛ` 
4  >3이어야 하므로 

pÛ`>12    ∴ p>2'3 (∵ p>0)

따라서 구하는 정수 p의 최솟값은 4이다. (거짓) 

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다. 

답 ② 

050

함수 f(x)=|x-2|-3의 그래프는 직선 y=x를 y축의 방향으로 

-2만큼 평행이동한 다음 y¾0인 부분은 그대로 두고 y<0인 부

분은 x축에 대하여 대칭이동한 후, 다시 y축의 방향으로 -3만큼 

평행이동한 그래프이므로 다음 그림과 같다. 

y=f(x)

2
x

y

5-1

-3

O

함수 y=f Û`(x)=|f(x)-2|-3의 그래프는 함수 y=f(x)의 그

래프를 y축의 방향으로 -2만큼 평행이동한 다음 y¾0인 부분은 

그대로 두고 y<0인 부분은 x축에 대하여 대칭이동한 후, 다시 y축

의 방향으로 -3만큼 평행이동한 그래프이므로 다음 그림과 같다. 

y=f 2(x)

-3 7
-6

-3

x

y

2

2

4 10O

같은 방법으로 하면 함수 y=f 3(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

xO

-3

-3-1 7 15
-5-8 2

2

5 9 12
-11

y=f 3(x)
y

따라서 함수 y=f(x), y=f 2(x), y=f 3(x), ⋯, y=f n(x)의 그

래프와 x축으로 둘러싸인 도형의 넓이는 차례대로 

S(1)=1_{;2!;_6_3}=9 

S(2)=2_{;2!;_6_3}+1_{;2!;_4_2}

=2_9+1_4=22 

S(3)=3_{;2!;_6_3}+2_{;2!;_4_2}

=3_9+2_4=35

       ⋮ 

S(n)=n_{;2!;_6_3}+(n-1)_{;2!;_4_2}

=9n+4(n-1)� ‌

=13n-4 

S(n)=256에서 13n-4=256    ∴ n=20 

답 20
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051
일등급의 메모장

{ f(x)-g(x)}{ f(x)-h(x)}=0이면

f(x)=g(x) 또는 f(x)=h(x) 

(단, 항상 f(x)=g(x)이거나 항상 f(x)=h(x)가 아님에 주의.)

조건 ㈎에서 g(x)=-xÛ`+5, h(x)=-4x라 하면 집합 X의 모

든 원소 x에 대하여 

f(x)=g(x) 또는 f(x)=h(x) 다른 풀이

g(x)=h(x)에서

-xÛ`+5=-4x, xÛ`-4x-5=0

(x+1)(x-5)=0    ∴ x=-1 (∵ 5²X) 

즉, g(-1)=h(-1)=4이므로 

f(-1)=4 

함수 g(x)=-xÛ`+5의 그래프는 y축에 대하여 대칭이므로 

g(1)=g(-1) 

이때 f(1)=g(1)이면 f(1)=g(1)=g(-1)=4이므로 f(x)는 일

대일함수가 아니다. 

∴ f(1)=h(1)=-4 

f(-3)=g(-3)이면 f(-3)=-4이므로 일대일함수가 아니다. 

∴ f(-3)=h(-3)=12 

f(0)=h(0)이면 f(0)=0이므로 조건 ㈏를 만족시키지 않는다. 

∴ f(0)=g(0)=5 

f(0)=5, f(1)=-4이므로 조건 ㈏에서 

f(2)>0 

g(2)=1>0, h(2)=-8<0이므로 

f(2)=g(2)=1 

함수 g(x)=-xÛ`+5의 그래프는 y축에 대하여 대칭이므로 

g(-2)=g(2) 
이때 f(-2)=g(-2)이면 f(-2)=g(-2)=g(2)=1이므로 

f(x)는 일대일함수가 아니다. 

∴ f(-2)=h(-2)=8 

∴ ‌�f(-3)+f(-2)+f(-1)+f(0)+f(1)+f(2)� ‌

=12+8+4+5+(-4)+1=26 

답 26 

다른 풀이

g(x)=-xÛ`+5, h(x)=-4x의 함숫값을 나타내면 다음과 같으

므로 f(-1)=4 

x -3 -2 -1 0 1 2

g(x) -4 1
4

5 4 1

h(x) 12 8 0 -4 -8

또, f(x)는 일대일함수이므로 f(1)=-4 

x -3 -2 -1 0 1 2

g(x) -4 1
4

5 4 1

h(x) 12 8 0 -4 -8

조건 ㈏에 의하여 f(0)+0이므로 f(0)=5이고, 

f(0)=5이면 f(2)>0이어야 하므로 f(2)=1 

x -3 -2 -1 0 1 2

g(x) -4 1
4

5 4 1

h(x) 12 8 0 -4 -8

f(x)는 일대일함수이므로 f(-2)=8, f(-3)=12

x -3 -2 -1 0 1 2

g(x) -4 1
4

5 4 1

h(x) 12 8 0 -4 -8

∴ ‌�f(-3)+f(-2)+f(-1)+f(0)+f(1)+f(2)� ‌

=12+8+4+5+(-4)+1=26 

052
일등급의 메모장

다항식 f(x)가 세 실수 a, b, c와 임의의 두 실수 x, y에 대하여 

f(x+y)=f(x)+f(y)+axy(x+y)+bxy+c 

를 만족시키면 

f(x)=;3A;xÜ`+;2B;xÛ`+f '(0)x-c

조건 ㈎의 양변에 y=0을 대입하면 

f(x)=f(x)+f(0)    ∴ f(0)=0 

조건 ㈎의 양변에 y=x를 대입하면 

f(2x)=2f(x)+2xÛ`

f(x)의 최고차항을 axn (a+0, n은 자연수)이라 하면 위의 식에서 

a(2x)n+ y =2axn+2xÛ`+ y � yy ㉠ 
Ú ‌�n=1일 때� ‌

㉠의 좌변은 일차식이고 우변은 이차식이므로 모순이다. 

Û ‌�n=2일 때� ‌

f(x)=axÛ`+bx (a, b는 상수, a+0)라 하자. � ‌

㉠의 좌변의 최고차항의 계수는 4a, 우변의 최고차항의 계수

는 2a+2이므로 4a=2a+2에서 a=1� ‌

∴ f(x)=xÛ`+bx � ‌

조건 ㈏에서 임의의 실수 x에 대하여 부등식 xÛ`+bx¾3x-1, 

즉 xÛ`+(b-3)x+1¾0이 성립하므로 이차방정식 � ‌

xÛ`+(b-3)x+1=0의 판별식을 D라 하면� ‌

D=(b-3)Û`-4É0� ‌

bÛ`-6b+5É0, (b-1)(b-5)É0  �   ‌

∴ 1ÉbÉ5 

Ü ‌�n¾3일 때� ‌

㉠의 좌변의 최고차항의 계수는 a_2n, 우변의 최고차항의 계

수는 2a이므로 a_2n=2a에서 � ‌

2n=2    ∴ n=1� ‌

이때 n¾3이므로 모순이다. 

Ú~Ü에서 f(x)=xÛ`+bx (1ÉbÉ5)이므로 

f(2)_f(3)‌�=(4+2b)(9+3b)� ‌

=6(b+2)(b+3)� ‌

=6(bÛ`+5b+6)

=6{b+;2%;}2`-;2#;

따라서 f(2)_f(3)은 b=5일 때 최댓값 336, b=1일 때 최솟값 

72를 가지므로 구하는 합은 

336+72=408 

답 408 

다른 풀이 확장  

조건 ㈎에서 f(x)=xÛ`+f '(0)x 

확장
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f '(0)=k (k는 상수)라 하면 

f(x)=xÛ`+kx 

조건 ㈏에서 임의의 실수 x에 대하여 부등식 xÛ`+kx¾3x-1, 즉 

xÛ`+(k-3)x+1¾0이 성립해야 하므로 이차방정식 

xÛ`+(k-3)x+1=0의 판별식을 D라 하면 

D=(k-3)Û`-4É0 

kÛ`-6k+5É0, (k-1)(k-5)É0 

∴ 1ÉkÉ5 

즉, f(x)=xÛ`+kx (1ÉkÉ5)이므로 

f(2)_f(3)‌�=(4+2k)(9+3k)� ‌

=6(k+2)(k+3)� ‌

=6(kÛ`+5k+6)

=6 {k+;2%;}2`-;2#;

따라서 f(2)_f(3)은 k=5일 때 최댓값 336, k=1일 때 최솟값 

72를 가지므로 구하는 합은 

336+72=408

053
일등급의 메모장

유한집합 X에서 정의된 함수 f에 대하여 � ‌

f 1=f, f n+1=f ç f n (n은 자연수)

이라 할 때, 어떤 x<X에 대하여 f n(x)=x가 성립하려면 

f(x)=x 또는 f(xÁ)=xª, f(xª)=x£, ⋯, f(xn)=xÁ

을 만족시키는 서로 다른 n개의 원소 xÁ, xª, ⋯, xn이 집합 X의 

원소이어야 한다.

( f ç f)(x)=x를 만족시키는 서로 다른 함수 f의 개수를 구해 보

자. 

집합 X의 서로 다른 두 원소 a, b에 대하여 

f(a)=a이면 ( f ç f)(a)=f( f(a))=f(a)=a, 

f(a)=b이면 ( f ç f)(a)=f( f(a))=f(b)=a 

이어야 한다. 

Ú ‌�집합 X의 모든 원소 x에 대하여 f(x)=x를 만족시키는 경우

의 수는 � ‌

1 

Û ‌�집합 X의 서로 다른 두 원소 a, b에 대하여 f(a)=b, f(b)=a

가 성립하고, 나머지 세 원소 x에 대하여 f(x)=x가 성립하는 

경우 � ‌

5개의 원소 중 a, b를 택하면 나머지 세 원소는 자동으로 정해

지므로 경우의 수는� ‌

°Cª=10

Ü ‌�집합 X의 서로 다른 네 원소 a, b, c, d에 대하여 f(a)=b, 

f(b)=a, f(c)=d, f(d)=c가 성립하고, 나머지 한 원소 x에 

대하여 f(x)=x가 성립하는 경우� ‌

a, b, c, d를 택하는 경우의 수는 °C¢=5� ‌

a, b, c, d를 두 묶음으로 나누는 경우의 수는

 ‌�¢Cª_ªCª_ 1 
2! =3 

 ‌�나머지 한 원소는 자동으로 정해지므로 경우의 수는� ‌

5_3=15 

Ú~Ü에서 a=1+10+15=26 

( f ç f ç f)(x)=x를 만족시키는 서로 다른 함수 f의 개수를 구해 

보자. 

집합 X의 서로 다른 두 원소 a, b에 대하여 

f(a)=a이면 ( f ç f ç f)(a)=f( f( f(a)))=f( f(a))=f(a)=a,

f(a)=b이면 ( f ç f ç f)(a)=f( f( f(a)))=f( f(b))=a 

이어야 한다. 

그런데 f(b)=a이면 f( f(b))=f(a)=b가 되어 모순이고,� 

f(b)=b이면 f( f(b))=f(b)=b가 되어 모순이다. 

따라서 f(b)=c (c+a, c+b)이면서 f( f(b))=f(c)=a를 만족

시키는 집합 X의 원소 c가 존재해야 한다. 

Ý ‌�집합 X의 모든 원소 x에 대하여 f(x)=x를 만족시키는 경우

의 수는 � ‌

1 

Þ ‌�집합 X의 서로 다른 세 원소 a, b, c에 대하여 f(a)=b,�

f(b)=c, f(c)=a가 성립하고, 나머지 두 원소 x에 대하여�

f(x)=x가 성립하는 경우� ‌

a, b, c를 택하는 경우의 수는 °C£=10� ‌

세 원소 a, b, c의 함숫값을 정하는 경우의 수는 � ‌

2_1_1=2 � ‌

나머지 두 원소는 자동으로 정해지므로 경우의 수는� ‌

10_2=20 

Ý, Þ에서 b=1+20=21 

∴ a+b=26+21=47 

답 47
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일대일함수: 함수 f : X 1° Y에서 정의역 X의 두 원소 xÁ, xª에 

대하여 xÁ+xª이면 f(xÁ)+f(xª)

일대일대응: ‘일대일함수’+‘(치역)=(공역)’

f(x)‌�=-xÛ`-2x+1�

x

y

O

-2

-1
-1

1
1
2

y=g(x)

y=f(x)

‌

=-(x+1)Û`+2,

g(x)‌�=xÛ`-2x-1� ‌

=(x-1)Û`-2

이므로 두 함수 y=f(x), y=g(x)

의 그래프는 오른쪽 그림과 같다. 

h(x)=[ f(x)		 (x<a) 
g(x+b)	(x¾a)

이므로 함수 y=h(x)의 그래프는 x<a일 때 함수 y=f(x)의 그

래프와 같고, x¾a일 때 함수 y=g(x)의 그래프를 x축의 방향으

로 -b만큼 평행이동한 것과 같다. 

ㄱ. ‌�a=0일 때� ‌

x<0에서 h(x)=f(x)이므로 함수
2

1

-1
-2 x

y

O

y=h(x) h(xÁ)

xÁxª

 

y=h(x) (x<0)의 그래프는 오른

쪽 그림과 같다. � ‌

-1<xÁ<0인 실수 xÁ에 대하여� ‌

h(xÁ)=h(xª)이고 -2<xª<-1

인 실수 xª가 존재하므로 함수 h(x)

는 일대일대응이 아니다. � ‌

즉, (0, k)<A를 만족시키는 실수 k는 존재하지 않는다. (참) 
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ㄴ. ‌�a=-1, b=4일 때�

h(x)=[-(x+1)Û`+2	(x<-1) 
(x+3)Û`-2	 (x¾-1)

�
y=h(x)

x

y

O-1
이므로 함수 y=h(x)의 그래프는 오른쪽 

그림과 같다. � ‌

xÁ+xª인 임의의 실수 xÁ, xª에 대하여 �

h(xÁ)+h(xª)이므로 함수 h(x)는 일대

일함수이고, 함수 h(x)의 치역은 실수 전체의 집합으로 공역

과 같다.� ‌

따라서 함수 h(x)는 실수 전체의 집합에서 실수 전체의 집합

으로의 일대일대응이므로� ‌

(-1, 4)<A (참) 

ㄷ. ‌�함수 h(x)가 일대일함수이려면 � ‌

x<a에서 h(x)=f(x)이므로 � ‌

aÉ-1 � yy ㉠

x¾a에서 h(x)=g(x+b)이므로 � ‌

1-bÉa    ∴ b¾1-a� yy ㉡

또, ㉠, ㉡을 만족시키는 함수 h(x)가 일대일대응이 되기 위

해서는 치역과 공역이 같아야 하므로 � ‌

f(a)=g(a+b)� yy ㉢	

g(x)=(x-1)Û`-2¾-2이므로 f(a)¾-2에서 � ‌

-aÛ`-2a+1¾-2, aÛ`+2a-3É0� ‌

(a+3)(a-1)É0    ∴ -3ÉaÉ1� yy ㉣	
㉠, ㉣에서 실수 a의 값의 범위는 -3ÉaÉ-1이므로� ‌

(m, b)<A를 만족시키는 실수 b가 존재하도록 하는 정수 m

의 값은 -3, -2, -1이다. 

Ú ‌�m=-3일 때� ‌

㉡에서 b¾4�

x

y

O

y=h(x)

-3

‌

㉢에서 f(-3)=g(-3+b)� ‌

-2=(-3+b)Û`-2(-3+b)-1� ‌

bÛ`-8b+16=0, (b-4)Û`=0� ‌

∴ b=4� ‌

∴ m+b=-3+4=1 

Û �m=-2일 때� ‌

㉡에서 b¾3�

x

y

O

y=h(x)

-2

‌

㉢에서 f(-2)=g(-2+b)� ‌

1=(-2+b)Û`-2(-2+b)-1� ‌

bÛ`-6b+6=0� ‌

∴ b=3+'3 (∵ b¾3) � ‌

∴ m+b=-2+(3+'3)=1+'3 
Ü ‌�m=-1일 때� ‌

㉡에서 b¾2� y=h(x)

x

y

O-1

‌

㉢에서 f(-1)=g(-1+b)� ‌

2=(-1+b)Û`-2(-1+b)-1� ‌

bÛ`-4b=0, b(b-4)=0 � ‌

∴ b=4 (∵ b¾2)� ‌

∴ m+b=-1+4=3 

Ú~Ü에서 � ‌

{m+b|(m, b)<A이고 m은 정수}={1, 1+'3, 3}� ‌

이므로 모든 원소의 합은� ‌

1+(1+'3)+3=5+'3 (참) 

함수 y=g(x)의 그래프의 꼭짓점의 x좌표가 -a보다 작거나 같아야 한다.

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 
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절댓값 기호를 포함한 식

➡ ‌�절댓값 기호 안의 식의 값을 0으로 하는 x의 값을 경계로 구간 

나누기

f(x)= 

-(xÛ`-1)+(2xÛ`-5)	(xÛ`É1)

(xÛ`-1)+(2xÛ`-5)	 {1<xÛ`É;2%;}

(xÛ`-1)-(2xÛ`-5)	 {xÛ`>;2%;}

(
{

9

= 

xÛ`-4		 (|x|É1) 

3xÛ`-6	 {1<|x|É '1�0
2
}

-xÛ`+4	{|x|> '1�0
2
}

(
{

9
이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 오른쪽

x

y

O

y=f(x)

1-1

-3

-4
-

3-2

10-2
10-2

 

그림과 같다. 

이때 함수 h(x)의 치역이 {y|y¾c}이려면 

a>0이어야 하므로 a는 자연수이다. 

또, a¾2이면 f(x)<g(x)이고 함수 h(x)의 

치역이 {y|y¾c}임에 모순이므로 a=1

함수 y=h(x)의 그래프와 직선 y=t가 서

로 다른 두 점에서 만나려면 bÉ '1�0 2 이고 |x|=b일 때

f(x)=g(x)이어야 하므로 

Ú ‌�0<bÉ1일 때 � ‌

f(b)=g(b)에서 bÛ`-4=bÛ`-1이므로 모순이다.

Û 1<bÉ '1�0 2 일 때

 f(b)=g(b)에서 3bÛ`-6=bÛ`-1 

 bÛ`=;2%;    ∴ b= '1�0 2  {∵ 1<bÉ '1�0 2 }

Ú, Û에서 a=1, b= '1�0 2  이고, 함수 h(x)의 치역은 {y|y¾-4} 

이므로 c=-4 

∴ 3aÛ`+2bÛ`+cÛ`=3+5+16=24 

답 24

056
일등급의 메모장

같은 함수가 반복되어 나타나는 식

➡ 치환 이용 고려

함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

x

y

O

y=f(x)

1-1

-1

-2 2
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f(x)=t라 하면 t¾-1

f( f(x))=a{ f(x)}Û`-2에서

f(t)=atÛ`-2 (t¾-1) 

이때 h(t)=atÛ`-2라 하면

f(t)=h(t) (t¾-1) 

f(t)=[
(t+1)Û`-1 (-1Ét<0) 
(t-1)Û`-1 (t¾0)

이고 f(t)=h(t)이므로

-1Ét<0일 때, (t+1)Û`-1=atÛ`-2

∴ (a-1)tÛ`-2t-2=0� yy ㉠
t¾0일 때, (t-1)Û`-1=atÛ`-2

∴ (a-1)tÛ`+2t-2=0� yy ㉡
a+1일 때, 이차방정식 ㉠의 판별식을 DÁ, 이차방정식 ㉡의 판별

식을 Dª라 하면 

DÁ 
4 = Dª

4 =1+2(a-1)=2a-1 

DÁ 
4 = Dª

4 =0에서 a=;2~!;

 ㉠에서 -;2~!;tÛ`-2t-2=0

tÛ`+4t+4=0, (t+2)Û`=0  

∴ t=-2 

그런데 -1Ét<0이어야 하므로 조건을 만족시키지 않는다. 

㉡에서 -;2~!;tÛ`+2t-2=0

tÛ`-4t+4=0, (t-2)Û`=0  

∴ t=2 

Ú a<;2~!;일 때�

오른쪽 그림과 같이 두 함수 y=f(t), y=f(t)

y=h(t)

t

y

O-1

-2

2

y=h(t)의 그래프의 교점이 존재하지 

않는다. � ‌

∴ g(a)=0 

Û a=;2~!;일 때�

오른쪽 그림과 같이 두 함수 y=f(t),

t

y=f(t)y

O

y=h(t)

-1

-2

2

 

y=h(t)의 그래프가 t=2인 한 점에서 

만나고, 방정식 f(x)=2는 서로 다른 

두 실근을 갖는다. � ‌

∴ g(a)=2

Ü ;2~!;<a<1일 때�

오른쪽 그림과 같이 두 함수 y=f(t),

t
t¡

t™

y=f(t)y

O

y=h(t)

-1

-2

2

 

y=h(t)의 그래프가 t=tÁ, t=tª �

(1<tÁ<2, tª>2)인 두 점에서 만나고, 

방정식 f(x)=tÁ, f(x)=tª는 각각 서

로 다른 두 실근을 갖는다. � ‌

∴ g(a)=2+2=4 

Ý ‌�a=1일 때� ‌

오른쪽 그림과 같이 두 함수 � y=f(t)y

O

y=h(t)

-1 1

-2

2 t

‌

y=f(t), y=h(t)의 그래프가 �

t=-1, t=1인 두 점에서 만나고, 

방정식 f(x)=-1, f(x)=1은 각

각 서로 다른 두 실근을 갖는다. � ‌

∴ g(a)=2+2=4 

Þ ‌�a>1일 때� ‌

오른쪽 그림과 같이 두 함수 � y=f(t)y

O

y=h(t)
-2

2
-1t£ t¢

t

y=f(t), y=h(t)의 그래프가 �

t=t£, t=t¢, (-1<t£<0, �

0<t¢<1)인 두 점에서 만나고, 

방정식 f(x)=t£은 서로 다른 네 

실근, 방정식 f(x)=t¢는 서로 다

른 두 실근을 갖는다. � ‌

∴ g(a)=4+2=6 

Ú~Þ에서 g(a)의 치역은 {0, 2, 4, 6}이므로 구하는 합은 

0+2+4+6=12

답 12
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( f ç f의 치역),( f의 치역)

주어진 조건에 의하여 함수 f의 치역의 모든 원소의 합은 3의 배

수이어야 한다. 

Ú ‌�f의 치역의 원소가 1개인 경우 � ‌

f ç f의 치역과 f의 치역이 같으므로 주어진 조건을 만족시키지 
않는다. 

Û ‌�f의 치역의 원소가 2개인 경우� ‌

ⓐ ‌�f의 치역이 {1, 2}일 때 � ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 3이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 1이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {1}이므로 f(1)=f(2)=1이고 f(3), 

f(4), f(5)의 값은 1 또는 2이어야 한다. � ‌

이때 f(3)=f(4)=f(5)=1인 경우를 제외해야 하므로 함

수 f의 개수는 � ‌

2Ü`-1=7 

 ⓑ ‌�f의 치역이 {1, 5}일 때 � ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 6이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 2이다.� ‌

그런데 f ç f의 치역은 f의 치역의 부분집합이므로 이를 만족
시키는 함수 f는 존재하지 않는다. 

 ⓒ ‌�f의 치역이 {2, 4}일 때� ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 6이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 2이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {2}이고, ⓐ와 같은 방법으로 구하면 함
수 f의 개수는 � ‌

7

 ⓓ ‌�f의 치역이 {4, 5}일 때� ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 9이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 3이고, ⓑ와 같이 이를 만족시키는 함수 f는 존

재하지 않는다. 

 ‌�따라서 함수 f의 개수는 � ‌

7+7=14 

Ü f의 치역의 원소가 3개인 경우 
 ⓐ ‌�f의 치역이 {1, 2, 3}일 때 � ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 6이므로 f ç f의 치역의 모든 
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원소의 합은 2이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {2}이므로 f(1)=f(2)=f(3)=2이고� ‌

f(4)=1, f(5)=3 또는 f(4)=3, f(5)=1이어야 한다.� ‌

따라서 함수 f의 개수는 � ‌

2 

 ⓑ ‌�f의 치역이 {1, 3, 5}일 때 � ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 9이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 3이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {3}이고, ⓐ와 같은 방법으로 구하면 함
수 f의 개수는 � ‌

2

 ⓒ ‌�f의 치역이 {2, 3, 4}일 때 � ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 9이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 3이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {3}이고, ⓐ와 같은 방법으로 구하면 함
수 f의 개수는 2이다. 

 ⓓ ‌�f의 치역이 {3, 4, 5}일 때 � ‌

f의 치역의 모든 원소의 합이 12이므로 f ç f의 치역의 모든 
원소의 합은 4이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {4}이고, ⓐ와 같은 방법으로 구하면 함
수 f의 개수는 � ‌

2

 ‌�따라서 함수 f의 개수는 � ‌

2+2+2+2=8 

Ý ‌�f의 치역의 원소가 4개인 경우 � ‌

f의 치역이 {1, 2, 4, 5}이어야 하므로 f의 치역의 모든 원소의 

합은 12이고, f ç f의 치역의 모든 원소의 합은 4이다.� ‌

즉, f ç f의 치역은 {4}이어야 하는데 이를 만족시키는 함수 f는 
존재하지 않는다.

Þ ‌�f의 치역의 원소가 5개인 경우� ‌

f 가 일대일대응이므로 f ç f도 일대일대응이다. � ‌

즉, 두 함수의 치역이 모두 X로 같으므로 주어진 조건을 만족

시키지 않는다. 

Ú~Þ에서 함수 f의 개수는
14+8=22 

답 22
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정의역의 원소의 개수가 n (n¾2)일 때, 공역과 치역이 같은 함수

의 개수는 

⑴ 공역의 원소가 2개일 때: 2n-2 

⑵ 공역의 원소가 3개일 때: 3n-£Cª(2n-2)-£CÁ 

함수 f, g, h의 치역의 원소의 개수를 각각 a, b, c라 하면 a, b, c
는 각각 2 또는 3이어야 한다. 

Ú ‌�a=3, b=3, c=3인 경우� ‌

모든 함수가 일대일대응이다.� ‌

따라서 함수 h ç g ç f의 치역의 원소의 개수는 3이므로 조건을 
만족시키지 않는다.

Û ‌�a=3, b=3, c=2인 경우� ‌

함수 f, g는 일대일대응이다.� ‌

함수 f, g를 결정하는 경우의 수는 각각 3!=6� ‌

예를 들어 f(1)=g(1)=1, f(2)=g(2)=2, f(3)=g(3)=3 

이라 하면 

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

함수 h를 결정하는 경우의 수는 치역의 원소 2개를 정하는 경

우의 수가 £Cª=3이고, 이를 정의역의 원소에 대응시키는 경

우의 수가 2Ü`-2=6이므로 3_6=18� ‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

6_6_18=648 

Ü ‌�a=3, b=2, c=3인 경우� ‌

함수 f, h는 일대일대응이다.� ‌

함수 f를 결정하는 경우의 수는 3!=6 � ‌

예를 들어 f(1)=1, f(2)=2, f(3)=3이라 하면 함수 g를 결
정하는 경우의 수는 Û에서 구한 방법과 마찬가지로 � ‌

£Cª_(2Ü`-2)=18� ‌

예를 들어 g(1)=g(2)=1, g(3)=2라 하면

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

 ‌�함수 h는 일대일대응이므로 함수 h ç g ç f의 치역의 원소의 개
수는 2이고, 함수 h를 결정하는 경우의 수는 3!=6 � ‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

6_18_6=648 

Ý ‌�a=2, b=3, c=3인 경우 � ‌

함수 g, h는 일대일대응이다.� ‌

함수 f 를 결정하는 경우의 수는 Û에서 구한 방법과 마찬가지로 
£Cª_(2Ü`-2)=18� ‌

예를 들어 f(1)=f(2)=1, f(3)=2라 하면 

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

 ‌�함수 g, h는 일대일대응이므로 함수 h ç g ç f의 치역의 원소의 
개수는 2이고, 함수 g, h를 결정하는 경우의 수는 각각 3!=6�‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

18_6_6=648 

Þ ‌�a=3, b=2, c=2인 경우� ‌

함수 f는 일대일대응이다.� ‌

함수 f를 결정하는 경우의 수는 3!=6� ‌

예를 들어 f(1)=1, f(2)=2, f(3)=3이라 하면 함수 g를 결
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정하는 경우의 수는 Û에서 구한 방법과 마찬가지로 � ‌

£Cª_(2Ü`-2)=18� ‌

예를 들어 g(1)=g(2)=1, g(3)=2라 하면

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

�h(1)+h(2)이어야 하고, h(3)=h(1) 또는 h(3)=h(2)이어

야 하므로 함수 h를 결정하는 경우의 수는 £Pª_2=12� ‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

6_18_12=1296 

ß ‌�a=2, b=3, c=2인 경우� ‌

함수 g는 일대일대응이다.� ‌

함수 f 를 결정하는 경우의 수는 Û에서 구한 방법과 마찬가지로 
£Cª_(2Ü`-2)=18� ‌

예를 들어 f(1)=f(2)=1, f(3)=2라 하면 함수 g를 결정하
는 경우의 수는 3!=6� ‌

예를 들어 g(1)=1, g(2)=2, g(3)=3이라 하면 

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

 ‌�Þ와 같이 h(1)+h(2)이어야 하고, h(3)=h(1) 또는 � ‌

h(3)=h(2)이어야 하므로 함수 h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

£Pª_2=12� ‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

18_6_12=1296 

à ‌�a=2, b=2, c=3인 경우� ‌

함수 h는 일대일대응이다.� ‌

함수 f 를 결정하는 경우의 수는 Û에서 구한 방법과 마찬가지로�‌
£Cª_(2Ü`-2)=18� ‌

예를 들어 f(1)=f(2)=1, f(3)=2라 하면 Þ와 같이 �
g(1)+g(2)이어야 하고, g(3)=g(1) 또는 g(3)=g(2)이어
야 하므로 함수 g를 결정하는 경우의 수는 £Pª_2=12� ‌

예를 들어 g(1)=1, g(2)=g(3)=2라 하면 

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

 ‌�함수 h는 일대일대응이므로 함수 h를 결정하는 경우의 수는�

3!=6 � ‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

18_12_6=1296 

¡ ‌�a=2, b=2, c=2인 경우� ‌

함수 f를 결정하는 경우의 수는 Û에서 구한 방법과 마찬가지로 
£Cª_(2Ü`-2)=18� ‌

예를 들어 f(1)=f(2)=1, f(3)=2라 하면 Þ와 같이� ‌

g(1)+g(2)이어야 하고, g(3)=g(1) 또는 g(3)=g(2)이어
야 하므로 함수 g를 결정하는 경우의 수는 £Pª_2=12� ‌

예를 들어 g(1)=1, g(2)=g(3)=2라 하면 

X
f g h

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

X

1
2
3

h © g © f

Þ와 같이 h(1)+h(2)이어야 하고, h(3)=h(1) 또는 �

h(3)=h(2)이어야 하므로 함수 h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

£Pª_2=12� ‌

따라서 f, g, h를 결정하는 경우의 수는 � ‌

18_12_12=2592 

Ú~¡에서 구하는 경우의 수는 
648_3+1296_3+2592=8424 

답 8424 
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nÉf(x)<n+1 HjjK [ f(x)]=n (단, n은 정수) 

f(x)=[
-xÛ`+3x	 (0Éx<2) 
-xÛ`+5x-4	(2ÉxÉ4)

=[
-{x-;2#;}2`+;4(; (0Éx<2) 

-{x-;2%;}2`+;4(; (2ÉxÉ4)

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는

x

y

O

1

2

2 4

y=f(x)9-4

3-2
5-2

 

오른쪽 그림과 같다. 

f(x)=0이 되는 x의 값은

x=0 또는 x=4 

f(x)=1이 되는 x의 값은 

0Éx<2일 때 -xÛ`+3x=1, 즉 

xÛ`-3x+1=0에서 

x= 3-'5
2

2ÉxÉ4일 때 -xÛ`+5x-4=1, 즉 xÛ`-5x+5=0에서 

x= 5+'5
2

f(x)=2가 되는 x의 값은

0Éx<2일 때 -xÛ`+3x=2, 즉 xÛ`-3x+2=0에서 

(x-1)(x-2)=0    ∴ x=1

2ÉxÉ4일 때 -xÛ`+5x-4=2, 즉 xÛ`-5x+6=0에서 

(x-2)(x-3)=0    ∴ x=2 또는 x=3

즉, 

g(x)= 

0	{0Éx< 3-'5
2
 또는 

5+'5
2

<xÉ4}

1	{ 3-'5
2
Éx<1 또는 3<xÉ 5+'5

2
}

2	(1ÉxÉ3)

(
{
9

이므로 A={0, 1, 2}
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또, 

h(x)= 

f(x)	 {0Éx< 3-'5
2
 또는 

5+'5
2

<xÉ4}

f(x)-1	{ 3-'5
2
Éx<1 또는 3<xÉ 5+'5

2
}

f(x)-2	(1ÉxÉ3)

(
{
9

이고, 함수 y=f(x)의 그래프는 직선 x=2에 대하여 대칭이므로

f(2-a)=f(2-b)-1=f(2-c)-2=;4!;

이 성립하는 a, b, c (0<c<b<a)에 대하여 
B={2-a, 2-b, 2-c, 2+c, 2+b, 2+a}
따라서 집합 A'B의 모든 원소의 합은

(0+1+2)

� +{(2-a)+(2-b)+(2-c)+(2+c)+(2+b)+(2+a)}
=3+12

=15 

답 15 
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함수 y=f(x)의 그래프가 직선 x=a에 대하여 대칭이면 

함수 y=( f ç f)(x)의 그래프도 직선 x=a에 대하여 대칭이다. 

f(-x)=|1-a|-x||=|1-a|x||=f(x)

이므로 

( f ç f)(-x)=f( f(-x))=f( f(x))=( f ç f)(x) 

따라서 두 함수 y=f(x), y=( f ç f)(x)의 그래프는 각각 y축에 

대하여 대칭이다. 

( f ç f)(0)=f( f(0))=f(1)=|1-a| 

x¾0일 때

( f ç f)(x)=|1-a|1-ax|| 

=[
|1-a(1-ax)| {0Éx<;a!;}

|1+a(1-ax)| {x¾;a!;}

=[
|aÛ`x-a+1| {0Éx<;a!;}

|aÛ`x-a-1| {x¾;a!;}

Ú a=1일 때

 ( f ç f)(x)=[ |x|	 	 (0Éx<1) 
|x-2|	(x¾1) 

 ‌�이므로 함수 y=( f ç f)(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

x

y

O

y=(f © f)(x)

1

1

-1

 ‌�따라서 g(t)의 치역은 {0, 2, 3, 4, 6}이므로� ‌

h(1)=0+2+3+4+6=15 

Û a=2일 때

 ( f ç f)(x)=[
|4x-1| {0Éx<;2!;}

|4x-3| {x¾;2!;}

 ‌�이므로 함수 y=( f ç f)(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

x

y

O

y=(f © f)(x)

1

- 1-2
1-2

 ‌�따라서 g(t)의 치역은 {0, 2, 4, 5, 8}이므로� ‌

h(2)=0+2+4+5+8=19 

Ü a=3일 때

 ( f ç f)(x)=[
|9x-2| {0Éx<;3!;}

|9x-4| {x¾;3!;}

 ‌�이므로 함수 y=( f ç f)(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

y=(f © f)(x)

x

y

O

1

2

- 1-3
1-3

 ‌�따라서 g(t)의 치역은 {0, 2, 3, 4, 6, 8}이므로� ‌

h(3)=0+2+3+4+6+8=23 

Ú~Ü에서
h(1)+h(2)+h(3)=15+19+23=57 

답 57 
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유리함수
Ⅲ. 함수와 그래프

001 

(x+y)Û`
4xÛ`-yÛ`

+ 4 
2x-y - x(x+y)

yÛ`-4xÛ`

=
(x+y)Û`
4xÛ`-yÛ`

+
4(2x+y)
4xÛ`-yÛ`

+
x(x+y)
4xÛ`-yÛ`

= xÛ`+2xy+yÛ`
4xÛ`-yÛ`

+ 8x+4y 
4xÛ`-yÛ`

+ xÛ`+xy
4xÛ`-yÛ`

=
2xÛ`+(3y+8)x+yÛ`+4y

4xÛ`-yÛ`

=
(x+y+4)(2x+y)
(2x+y)(2x-y)

즉, 
(x+y+4)(2x+y)
(2x+y)(2x-y)

=0이고, 2x+y+0, 2x-y+0이므로 

x+y+4=0 

∴ x+y=-4 

답 ① 

002 

1
(x+2)(x+3)

+ 3
(x+3)(x+6)

+ 4
(x+6)(x+10)

참고

={ 1
x+2 - 1

x+3 }+{ 1
x+3 - 1

x+6 }+{ 1
x+6 - 1

x+10 }

= 1
x+2 - 1

x+10

= 8
(x+2)(x+10)

∴ a=8 

답 8 

참고

b-a 
(x+a)(x+b)

= 1 
x+a- 1 

x+b

003 

1- 
3

x+2

1+
  2
x+2

=

x+2-3
x+2

x+2+2
x+2

= x-1
x+4

즉, 
x-1
x+4 = ax+b 

x+c  이므로

a=1, b=-1, c=4 

∴ a+b+c=1+(-1)+4=4 

답 4 

004 

xÛ`-4xy-7yÛ`
xÛ`-4xy-4yÛ`

=-2에서 

xÛ`-4xy-7yÛ`=-2(xÛ`-4xy-4yÛ`)

3xÛ`-12xy-15yÛ`=0, xÛ`-4xy-5yÛ`=0 

(x+y)(x-5y)=0    ∴ x=5y (∵ xy>0)

따라서 

A= 2x+3y 
x-2y = 2_5y+3y 

5y-2y

= 13y 
3y = 13 

3

이므로 

30A=30_:Á3£:=130 

답 130 

005 

;4A;=;3B;=;6C;= 5a+2b+c 
k =t (t+0)라 하면 

a=4t, b=3t, c=6t 

이므로 

5a+2b+c 
k = 20t+6t+6t 

k = 32t 
k

즉, 
32t 
k =t이므로 

k=32 

답 32 

006 

함수 y= 4
x-a -4 (a>1)의 그래프의 두 점근선의 방정식은 

x=a, y=-4 

이므로 C(a, -4)

함수 y=f(x)의 그래프가 각각 x축, y축과 만나는 점 A, B의 좌

표는 

A(a+1, 0), B{0, -;a$;-4}

따라서 함수 y=f(x)의 그래프와 사각 y= -44-x-a

x

y

O
A

B
-4

C

a
형 OBCA는 오른쪽 그림과 같다. 

사각형 OBCA의 넓이를 S라 하면 

S=△OCA+△OBC 

=;2!;_(a+1)_4+;2!;_{;a$;+4}_a 

=4a+4 

즉, 4a+4=24이므로

a=5 

답 ⑤ 

007 

함수 y=f(x)의 그래프가 함수 g(x)=;[#;의 그래프를 x축의 방

향으로 m만큼, y축의 방향으로 n만큼 평행이동한 것이라 하면 

f(x)= 3 
x-m +n 

이때 치역은 {y|y+n인 실수}이므로 

n=4 

또, 함수 y=f(x)의 그래프가 직선 y=-x+6에 대하여 대칭이

므로 두 점근선의 교점 (m, 4)가 직선 y=-x+6 위의 점이다. 

즉, 4=-m+6에서 m=2 

07. 유리함수     101

해(101-117)_고난도_07.indd   101 2026-04-30   오후 4:51:16



따라서 f(x)= 3 
x-2 +4이므로 

f(-1)= 3 
-1-2 +4=3 

답 3 

008 

f(x)= 4x-k 
x-4 = 16-k  

x-4 +4 

Ú 16-k<0, 즉 k>16일 때

x

y

O 1 3 4

4

y=f(x)

1ÉxÉ3에서 f(x)>4이므로 f(x)의 최댓값이 2가 될 수 없

다. 

Û ‌�16-k=0, 즉 k=16일 때�  

1ÉxÉ3에서 f(x)=4이므로 f(x)의 최댓값이 2가 될 수 없

다. 

Ü 16-k>0, 즉 k<16일 때

x

y

O 1
3

4

4

y=f(x)

1ÉxÉ3에서 f(x)는 x=1일 때 최대이므로 

f(1)= 4-k 
-3 =2

∴ k=10 

Ú~Ü에서 함수 f(x)의 최댓값이 2가 되도록 하는 상수 k의 값

은 10이다. 

답 ① 

009 

점 A의 좌표를 (a, b)라 하면 

b= 3 
a-2 +4

두 점근선의 방정식은 x=2, y=4이므로

ABÓ=a-2, ACÓ=b-4= 3 
a-2

즉, 사각형 ABDC의 둘레의 길이는 

2ABÓ+2ACÓ=2(a-2)+ 6
a-2

이때 a-2>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

2(a-2)+ 6 
a-2 ¾2¾¨2(a-2)_ 6 

a-2  =4'3 참고

{단, 등호는 2(a-2)= 6 
a-2 일 때 성립한다.}

따라서 사각형 ABDC의 둘레의 길이의 최솟값은 4'3이다. 

답 4'3 

참고 산술평균과 기하평균의 관계

a>0, b>0일 때, 

a+b 
2 ¾'¶ab (단, 등호는 a=b일 때 성립한다.)

010 

n(A;B)=2이므로 함수 y=-;[#;+2의 그래프와 직선 

y=mx+1이 서로 다른 두 점에서 만난다. 

즉, 방정식 -;[#;+2=mx+1이 서로 다른 두 실근을 갖는다. 

-;[#;+2=mx+1에서 

mxÛ`-x+3=0 � …… ㉠ 

m=0이면 방정식 ㉠의 실근이 한 개이므로 

m+0 

이차방정식 ㉠의 판별식을 D라 하면

D=(-1)Û`-12m>0 

∴ m<;1Á2;

m+0이므로 상수 m의 값의 범위는

m<0 또는 0<m<;1Á2; 

답 m<0 또는 0<m<;1Á2; 

참고

직선 y=mx+1은 m의 값에 관계없이 항

x

y

O

2
1 (i)

(ii)

y=- +23-x
상 점 (0, 1)을 지나므로 함수 

y=-;[#;+2의 그래프와 직선 y=mx+1

은 오른쪽 그림과 같다. 

이때 m=0이면, 즉 직선이 x축과 평행하

면 직선과 곡선이 한 점에서만 만난다. 

따라서 함수 y=-;[#;+2의 그래프와 직선 y=mx+1이 서로 다른 두 점

에서 만나려면 m이 0보다 크고 Ú일 때의 직선의 기울기보다 작거나 Û
와 같이 직선의 기울기가 0보다 작아야 한다. 

011 

함수 y=f(x)의 그래프의 점근선의 방정식이 x=-1, y=1이므

로 

f(x)= k 
x+1 +1 (k<0)

이라 하면 f(0)=0이므로 

k+1=0  

∴ k=-1 

따라서 f(x)=- 1 
x+1 +1= x 

x+1 이므로 

f  2(x)=( f½f)(x)=f( f(x))

=

x
x+1
x

x+1
 
+1

= x 
2x+1

직선이 함수 y=-;[#;+2의 그래프에

접할 때
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f  3(x)=( f½f  2)(x)=f( f  2(x))

=

x
2x+1
x

2x+1
 
+1

= x 
3x+1

  ⋮

f  33(x)= x
33x+1

∴ 100 f  33(3)=100_ 3
33_3+1 =3 

답 3

012 

( f½g)(x)=x에서 

g(x)=f -1(x) 다른 풀이

y= 3x+2 
x-1 라 하고 x를 y에 대한 식으로 나타내면 

x= y+2 
y-3

x와 y를 서로 바꾸면 

y= x+2 
x-3

참고

즉, g(x)= x+2 
x-3 = 5 

x-3 +1이므로 함수 y=g(x)의 그래프의 

점근선의 방정식은 

x=3, y=1

답 ⑤ 

다른 풀이

두 함수 f, g가 역함수 관계이므로 그 그래프는 직선 y=x에 대하

여 대칭이고 두 함수의 그래프의 점근선도 직선 y=x에 대하여 

각각 대칭이다. 

f(x)= 3x+2 
x-1 = 5 

x-1 +3에서 함수 y=f(x)의 그래프의 점근

선의 방정식은 

x=1, y=3 

따라서 함수 y=g(x)의 그래프의 점근선의 방정식은 

x=3, y=1 

참고

유리함수 y=ax+b 
cx+d (ad-bc+0, c+0)의 역함수는 

y=-dx+b 
cx-a  분자의 x의 계수와 분모의 상수항의 위치를 서로 바꾼 후 

두 수의 부호를 모두 바꾼다. 

이를 이용하여 함수 f(x)=3x+2 
x-1 의 역함수 g(x)를 구하면 

g(x)=x+2 
x-3

013 

xá`+1
(x+1)Ú`â`

= aÁ
x+1 + aª

(x+1)Û`
+ a£

(x+1)Ü`
+ y + a»

(x+1)á`

에서

xá`+1
(x+1)Ú`â`

= aÁ(x+1)á`+aª(x+1)¡`+a£(x+1)à`+ y +a»(x+1)
(x+1)Ú`â`

참고

∴ xá`+1=aÁ(x+1)á`+aª(x+1)¡`+a£(x+1)à`+ y +a»(x+1)

이 식이 x에 대한 항등식이므로 양변에 x=-2를 대입하면 

(-2)á`+1=-aÁ+aª-a£+a¢- y -a»

∴ aÁ-aª+a£-a¢+ y +a»=511 

답 ③ 

참고

우변의 분모를 (x+1)á`으로 통분하면 좌변의 분모 (x+1)Ú`â`과 같지 않으

므로 양변의 분자의 계수를 비교할 수 없다. 

따라서 우변의 분모를 (x+1)Ú`â`으로 통분하여 분자의 계수를 비교한다.

014 

kÛ`+2k+1, 3kÛ`+4k+9가 자연수이고 집합 Ak의 원소가 자연수

이므로 

n(Ak)‌�=(3kÛ`+4k+9)-(kÛ`+2k+1)+1 참고 �  

=2kÛ`+2k+9 

또, 2kÛ`+1, 3kÛ`+k+1이 자연수이고 집합 Bk의 원소가 자연수이

므로 

n(Bk)‌�=(3kÛ`+k+1)-(2kÛ`+1) 참고 �  

=kÛ`+k 

따라서 

f(k)= n(Aû)
n(Bû)

= 2kÛ`+2k+9 
kÛ`+k 

= 2(kÛ`+k)+9 
kÛ`+k 

=2+ 9
k(k+1)

=2+9 {;k!;- 1
k+1 }

이므로 

f(1)+f(2)+f(3)+ y +f(8)

=[2+9_{;1!;-;2!;}]+[2+9_{;2!;-;3!;}]

+ y +[2+9_{;8!;-;9!;}]

=2_8+9_[{;1!;-;2!;}+{;2!;-;3!;}+ y +{;8!;-;9!;}]

=16+9_{1-;9!;}=24 

답 24 

참고

a, b가 자연수일 때 

aÉxÉb를 만족시키는 자연수 x의 개수: b-a+1 

a<xÉb를 만족시키는 자연수 x의 개수: b-a 

a<x<b를 만족시키는 자연수 x의 개수: b-a-1 

015 

f(x)= 1
x(2030-x)

= 1 
2030  {;[!;+ 1 

2030-x }

이라 하면

07. 유리함수     103

해(101-117)_고난도_07.indd   103 2026-04-30   오후 4:51:16



B= 1
1_2029 +

1
2_2028 + 1

3_2027 + y + 1
2029_1

=f(1)+f(2)+f(3)+ y +f(2029)

= 1 
2030 _{1+ 1

2029 }+ 1 
2030 _{;2!;+ 1

2028 }

+ 1 
2030 _{;3!;+ 1

2027 }+ y + 1 
2030 _{ 1

2029 +1}

= 1 
2030 _{1+;2!;+;3!;+ y + 1

2029 }

+ 1 
2030 _{ 1

2029 + 1
2028 + 1

2027 + y +1}

= 1 
1015 _{1+;2!;+;3!;+ y + 1

2029 }

= 1 
1015  A

이므로 A=1015B 

∴ k=1015 

답 1015 

016

f( f( f(a)+b)+c)+d=d+ 1
   1c+111

     b+;a!;

=;1#5&;이고

;1#5&;=2+;1¦5;=2+ 1

:Á7°:
=2+ 1

2+;7!;

이므로 d=2, c=2이고

b+;a!;=7 

이때 a, b가 자연수이므로 b+;a!;=7을 만족시키는 자연수 a, b의

값은 

a=1, b=6

∴ a+b+c+d=1+6+2+2=11 

답 11 

017 

1차 광고 후 평균 판매량의 변화에 의한 광고 효익 RÁ은 

RÁ= (2a-a)W 
p = aW 

p

2차 광고에 든 비용은

p+ x 
100  p={1+ x 

100 } p

3차 광고에 든 비용은

{1+ x 
100 }p+ x 

100 `{1+ x 
100 }p={1+ x 

100 }2`p

따라서 3차 광고 후 평균 판매량의 변화에 의한 광고 효익 R£은

R£= (10a-4a)W 

{1+;10{0;}2`p
= 6aW 

{1+;10{0;}2`p

이때 
RÁ
R£ =;3@;이므로 3RÁ=2R£에서 

3aW 
p = 12aW

{1+;10{0;}2`p

a+1이면 ;a!; 은 자연수가 아니므로 b=7-;a!; 도 자연수가 아니다.

{1+ x 
100 }2`=4 

1+ x 
100 =2 (∵ x>0)

∴ x=100 

답 ② 

018 

ㄱ. f(x)= kx+k-4 
x+2 = k(x+1)-4 

x+2  에서

f(-1)=-4 

즉, 함수 y=f(x)의 그래프는 k의 값에 관계없이 항상 점 �  

(-1, -4)를 지난다. (참)

ㄴ. 
kx+k-4 

x+2 =0에서 kx+k-4=0

∴ x= 4-k 
k 

x절편이 양수이려면 
4-k 

k 
>0이고 k가 자연수이므로

4-k>0에서 k<4�  

이를 만족시키는 자연수 k의 값은 1, 2, 3의 3개이다. (거짓)

ㄷ. f(x)= kx+k-4 
x+2 �

=- k+4 
x+2 +k 

k가 자연수이면 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

x

y

O-2

y=f(x)

k

따라서 x>-2에서 x의 값이 증가할 때 y의 값도 증가한다. � 

� (참)

ㄹ. ‌�k<-4이면 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같으므로 

항상 제2사분면과 제3사분면을 지난다. 

-2

k

x

y

O

y=f(x)

k>-4이면 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같으므로 

항상 제2사분면과 제3사분면을 지난다.

-2

k
x

y

O

y=f(x)

즉, k+-4이면 그래프가 항상 제2사분면과 제3사분면을 지

난다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄷ, ㄹ이다. 

답 ④ 
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019

f k(x)= kx-4k-5 
x-3 =- k+5 

x-3 +k 

x가 정수일 때 f k(x)가 정수가 되려면 - k+5 
x-3  가 정수이어야 한다.

즉, k+5의 양의 약수를 d라 하면 

x-3=d 또는 x-3=-d 

∴ N(k)=(k+5의 양의 약수의 개수)_2 

따라서 N(k)=12이려면 k+5의 양의 약수의 개수가 6이어야 한

다. 

양의 약수의 개수가 6인 자연수는 pÞ` 또는 pÛ`_q (p, q는 서로소

인 소수)의 꼴이므로

6Ék+5É65에서 

k+5가 pÞ`의 꼴인 경우는 2Þ`

k+5가 pÛ`_q의 꼴인 경우는

2Û`_3, 2Û`_5, 2Û`_7, 2Û`_11, 2Û`_13, 3Û`_2, 3Û`_5, 3Û`_7, 5Û`_2 

즉, k+5가 될 수 있는 수는 

12, 18, 20, 28, 32, 44, 45, 50, 52, 63 

이므로 k의 값은 

7, 13, 15, 23, 27, 39, 40, 45, 47, 58 

의 10개이다. 

답 10 

020 

함수 g(x)=|f(x+3)+2a|의 그래프는 함수 y=f(x)의 그래프

를 x축의 방향으로 -3만큼, y축의 방향으로 2a만큼 평행이동한 

후 x축 아래에 그려진 부분을 x축에 대하여 대칭이동한 것이다. 

이때 모든 실수 x에 대하여 g(x)=g(-x)가 성립하려면 함수 

y=g(x)의 그래프가 y축에 대하여 대칭이어야 하므로 이 그래프

의 점근선의 방정식은 다음 그림과 같이 x=0, y=0이어야 한다. 

xa

b

y

O
y=f(x)

y=g(x)

따라서 함수 y=f(x+3)+2a의 그래프의 점근선의 방정식도 �

x=0, y=0이어야 한다. 

f(x)= 1 
x-a +b에서 

f(x+3)+2a= 1 
x+3-a +b+2a 

즉, 함수 y=f(x+3)+2a의 그래프의 점근선의 방정식은 

x=a-3, y=b+2a 

따라서 a-3=0, b+2a=0이어야 하므로 

a=3, b=-6 

∴ aÛ`+bÛ`=9+36=45 

답 45 

021 

y= x+c 
ax+b =

c-;aB;
 

ax+b +;a!;이므로 그래프의 점근선의 방정식은 

x=-;aB;, y=;a!; 

∴ P{-;aB;, ;a!;}

y= x+c 
ax+b 에 y=0을 대입하면 

x=-c 

∴ A(-c, 0)

y= x+c 
ax+b 에 x=0을 대입하면 

y=;bC;

∴ B{0, ;bC;}

① a>0, b>0이므로 P{-;aB;, ;a!;}에서 

-;aB;<0, ;a!;>0 

즉, 점 P는 제2사분면에 있다. (참)

② ac=2b에서 ;bC;=;a@;이므로 점 B의 좌표는

{0, ;bC;}, 즉 {0, ;a@;} (참)

③ ‌�두 점 A, B가 점 P에 대하여 대칭이면 점 P가 선분 AB의 중

점이므로 참고

 
-c+0 

2 =-;aB;, 
0+;bC;

 
2 =;a!;

 ∴ ac=2b (참)

④ 두 점 A(-c, 0), B{0, ;bC;}를 지나는 직선의 기울기는 

 
;bC;-0

0-(-c) =;b!; (거짓)

⑤ 삼각형 OAB의 넓이는

;2!;_OAÓ_OBÓ=;2!;_c_;bC;

= cÛ` 
2b  (참)

따라서 옳지 않은 것은 ④이다. 

답 ④ 

참고 점에 대한 대칭이동

점 P(x, y)를 점 (a, b)에 대하여 대칭이동한 점을 P'(x', y')이라 하면 

점 (a, b)는 선분 PP'의 중점이다. 

즉, a= x+x' 
2 , b=y+y' 

2

022

f(x)= ax+b 
x+1 = -a+b 

x+1 +a 

이므로 함수 y=f(x)의 그래프의 점근선의 방정식은 

x=-1, y=a 

f(0)=-2이므로 

b=-2 

∴ f(x)= -a-2 
x+1 +a 

이때 a는 자연수이므로 방정식 |f(x)|=2의 음의 실근이 오직 한 

개이려면 다음 그림과 같이 함수 y=|f(x)|의 그래프의 점근선

인 직선 y=a가 직선 y=2보다 아래쪽에 있어야 한다. 
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a
y=22

y=|f(x)|

-1 x

y

O

즉, a<2이므로 a=1 

따라서 함수 y=f(x)의 그래프의 점근선의 방정식은 x=-1, 

y=1이므로 점근선과 x축, y축으로 둘러싸인 부분의 넓이는 

1_1=1 

답 1 

참고

f(0)=-2이므로 함수 y=|f(x)|의 그래프

a

y=|f(x)|

y=2
-1 x

y

O

는 점 (0, 2)를 지난다. 

따라서 a¾2이면 -1<x<0에서�  

|f(x)|>2이고, x<-1에서도 |f(x)|>2

이므로 방정식 |f(x)|=2의 음의 실근은 존

재하지 않는다. 

023

0ÉxÉ3에서 

f(x)= 4x 
x+1 =- 4

x+1 +4 

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

y=f(x)

x

y

O 3

3
4

-1

이때 조건 ㈏에서 함수 y=f(x)의 그래프는 y축에 대하여 대칭이

고, 조건 ㈐에서 f(x)는 주기가 6인 주기함수이므로 실수 전체의 

집합에서 함수 y=f(x)의 그래프를 그리면 다음 그림과 같다. 

y=f(x)

x

y

O 3-3 6-6 9-9

3

한편, g(x)=[
-;6!;x	(x<0)

;6!;x	 (x¾0)
이고

-;6!;x=3에서 x=-18, ;6!;x=3에서 x=18 

이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

y=f(x)

3-3 6-6 9 12 15 18-9-12-15-18

3
y=g(x)

x

y

O

이때 방정식 f(x)=g(x)의 서로 다른 실근의 개수는 두 함수 �

y=f(x), y=g(x)의 그래프의 교점의 개수와 같으므로 구하는 

실근의 개수는 11이다. 

답 11 

024 

y= 2x-8 
x-1 =- 6 

x-1 +2 

이므로 함수 y= 2x-8 
x-1 의 그래프의 점근선의 방정식은 

x=1, y=2 

다음 그림과 같이 중심이 점 (1, 2)인 원과 함수 y= 2x-8 
x-1 의 그

래프가 만나는 네 점을 각각 P, Q, R, S라 하면 두 점 P, R와 두 

점 Q, S는 각각 점 (1, 2)에 대하여 대칭이다. 

1
2

P

Q

R

S

(x-1)2+(y-2)2=r2

y= 2x-8-x-1

x

y

O

네 점 P, Q, R, S의 y좌표를 각각 yÁ, yª, y£, y¢라 하면 

yÁ+y£ 
2 =2, yª+y¢

2 =2 

따라서 yÁ+y£=4, yª+y¢=4이므로 

yÁ+yª+y£+y¢=(yÁ+y£)+(yª+y¢)=8 

답 8 

025

x+12일 때, 

f(x)= 4x+12 
x-12 = 60 

x-12 +4

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 점 (12, 4)에 대하여 대칭이다. 

따라서 점 (12, 4)에 대하여 대칭인 두 점을 

(a, f(a)), (b, f(b))

라 하면 

a+b
2 =12, f(a)+f(b)

2 =4

∴ a+b=24, f(a)+f(b)=8 참고

1+23=24에서 

f(1)+f(23)=8 

2+22=24에서 

f(2)+f(22)=8 

3+21=24에서 

f(3)+f(21)=8 

  ⋮ 

11+13=24에서 

f(11)+f(13)=8

이므로

Sª£‌�=f(1)+f(2)+ y +f(11)+f(12)+f(13)+ y +f(23)�  

=8_11+0=88 

f(24)= 60 
24-12 +4=9

이므로 

Sª¢=Sª£+f(24)=88+9=97>96 

따라서 Sm>96이 되도록 하는 자연수 m의 최솟값은 24이다. 

답 24 
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참고

유리함수 y=f(x)의 그래프의 점근선의 교점이 (p, q)이면 0이 아닌 실

수 t에 대하여 x좌표가 각각 x=p-t, x=p+t인 두 점은 점 (p, q)에 

대하여 대칭이고 f(p-t)+f(p+t)=2q가 성립한다. 

026

세 점 A, B, C는 함수 y=f(x)의 그래프 위의 점이므로 

a=3p-2 � …… ㉠ 

b+1= pb-2 
b-2 � …… ㉡ 

4=
p(2b-2)-2 

2b-4 = pb-p-1 
b-2 � …… ㉢ 

㉡에서 p=b-1, ㉢에서 p= 4b-7 
b-1 

 이므로 

b-1= 4b-7 
b-1 

(b-1)Û`=4b-7

bÛ`-6b+8=0

(b-2)(b-4)=0  

∴ b=4 (∵ b>3)

즉, p=b-1에서 p=3이고, ㉠에서 a=7이다. 

∴ A(3, 7), B(4, 5), C(6, 4)

따라서 

mÁ= 5-7 
4-3 =-2, 

mª= 4-5 
6-4 =-;2!;, 

m£= 4-7 
6-3 =-1 

이므로 

mÁ+mª
m£ _(a+b+p)=

-2+{-;2!;}
-1 _(7+4+3)=35 

답 35 

027 

ㄱ. 함수 f(x)=| k 
2x -2|의 그래프와 x축의 교점의 x좌표는 

| k 
2x -2|=0에서 

k 
2x =2  

∴ x=;4K;

즉, 점 A의 좌표는 {;4K;, 0}이다. (참)

ㄴ. 자연수 k에 대하여 점 P의 x좌표가 점 A의 x좌표보다 클 때, 

점 P는 함수 y=- k 
2x +2의 그래프 위의 점이다.

이때 직선 y=2는 함수 y=- k 
2x +2의 그래프의 한 점근선

이므로 점 P의 y좌표는 2보다 작다.

따라서 선분 PQ의 길이는 2보다 작다. (참)

ㄷ. 점 P의 x좌표가 k일 때, 점 P의 좌표는 {k, ;2#;}이므로 삼각형

AQP의 넓이는 

;2!;_{k-;4K;}_;2#;= 9k 
16

9와 16은 서로소이므로 
9k 
16  가 자연수가 되려면 자연수 k는 16

의 배수이어야 한다.�  

그러므로 자연수 k의 최솟값은 16이다. (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 

028

삼각형 ABE와 삼각형 FCE가 닮음이 A

B C

D

E

F3
3-f(x)

2

f(x)

x

므로

ABÓ : FCÓ=BEÓ : CEÓ 

3 : {3-f(x)}=(x+2) : 2 

(x+2){3-f(x)}=6 

x>0이므로 

3-f(x)= 6 
x+2   

∴ f(x)=- 6 
x+2 +3 (x>0)

따라서 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

x

y

O-2

3
y=f(x)

답 ④ 

029

P{a, ;aK;}, Q{a+2, k 
a+2 }이므로 조건 ㈎에서 

k 
a+2 -;aK; 
(a+2)-a

=-1

k 
a+2 -;aK;=-2

-2k 

a(a+2)
=-2  

∴ k=a(a+2)

이때 P(a, a+2), Q(a+2, a)이므로 조건 ㈏에서 두 점 R, S의 

좌표는 

R(-a, -a-2), S(-a-2, -a) 다른 풀이

직선 PQ의 기울기는 -1이고

직선 PS의 기울기는

-a-(a+2)
(-a-2)-a

=1,

직선 RS의 기울기는

-a-(-a-2)
(-a-2)-(-a)

=-1,

직선 QR의 기울기는

-a-2-a 

-a-(a+2)
=1 
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이므로 사각형 PQRS는 직사각형이다. 

이때 

PQÓ="Ã{(a+2)-a}Û`+{a-(a+2)}Û`

=2'2 

PSÓ="Ã{(-a-2)-a}Û`+{-a-(a+2)}Û`

=2'2(a+1)

이고, 조건 ㈏에서 사각형 PQRS의 넓이가 8'5이므로 

2'2_2'2(a+1)=8'5 

∴ a='5-1 

∴ k‌�=a(a+2)�  

=('5-1)('5+1)=4 

답 ④ 

다른 풀이

두 점 P(a, a+2), S(-a-2, -a)는 직선 y=-x에 대하여 대

칭이므로 직선 PS와 직선 y=-x는 서로 수직이다. 

즉, 직선 PS의 기울기는 1이다. 

두 점 Q(a+2, a), R(-a, -a-2)도 직선 y=-x에 대하여 

대칭이므로 직선 QR와 직선 y=-x는 서로 수직이다. 

즉, 직선 QR의 기울기는 1이다. 

또, 두 점 R(-a, -a-2), S(-a-2, -a)는 직선 y=x에 대

하여 대칭이므로 직선 RS와 직선 y=x는 서로 수직이다. 

즉, 직선 RS의 기울기는 -1이다. 

따라서 사각형 PQRS는 직사각형이다. 

이때 

PQÓ="Ã{(a+2)-a}Û`+{a-(a+2)}Û`

=2'2 

PSÓ="Ã{(-a-2)-a}Û`+{-a-(a+2)}Û`

=2'2(a+1)

이고, 조건 ㈏에서 사각형 PQRS의 넓이가 8'5이므로 

2'2_2'2(a+1)=8'5 

∴ a='5-1 

∴ k‌�=a(a+2)�  

=('5-1)('5+1)=4 

참고

좌표평면 위에 네 점 P, Q, R, y=f(x)

x

y

O

P(a,a+2)

Q(a+2,a)

R(-a,-a-2)
S(-a-2,-a)

 

S를 나타내면 오른쪽 그림과 

같다.

030 

y= x-3 
x-5 = 2 

x-5 +1이므로 함수 y= x-3 
x-5  의 그래프의 점근선

의 방정식은 x=5, y=1이고, y=mx-5m+1=m(x-5)+1이므

로 직선 y=mx-5m+1은 m의 값에 관계없이 항상 두 점근선

의 교점 (5, 1)을 지난다. 

함수 y= 2 
x-5 +1의 그래프와 직선 y=m(x-5)+1을 각각 x축

의 방향으로 -5만큼, y축의 방향으로 -1만큼 평행이동하면 함수

y= 2 
x-5 +1의 그래프는 함수 y=;[@;의 그래프가 되고 직선

y=m(x-5)+1은 직선 y=mx가 된다. 

함수 y=;[@;의 그래프와 직선 y=mx가 만나는 두 점을 각각 A', 

B'이라 하고, 점 A'의 좌표를 {a, ;a@;}라 하면 두 점 A', B'은 원점

에 대하여 대칭이므로 

B'{-a, -;a@;}

AÕ'B'Ó=ABÓ=2'5이므로 

AÕ'B'Ó=¾¨(-a-a)Û`+{-;a@;-;a@;}2`=2'5 

¾¨4aÛ`+ 16 
aÛ`

=2'5

양변을 제곱하면

4aÛ`+ 16 
aÛ`

=20

∴ aÛ`+ 4
aÛ`

=5 � …… ㉠ 

두 점 A', B'을 지나는 직선의 기울기가 m이므로 

m=
-;a@;-;a@;

-a-a
= 2

aÛ`
에서

aÛ`= 2
m  � …… ㉡

㉡을 ㉠에 대입하면 

2
m +2m=5

2mÛ`-5m+2=0, (2m-1)(m-2)=0  

∴ m=2 (∵ m>1)

답 2 

031

두 직선 PQ, PR가 각각 x축, y축에 수직이므로 

∠QPR=90ù 

삼각형 PQR의 넓이가 ;3*;이므로 

;2!;_PQÓ_PRÓ=;3*;

이때 PRÓ=3PQÓ이므로 

;2!;_PQÓ_3PQÓ=;3*; 

;2#; PQÓ 
2
=;3*;, PQÓ 

2
=:Á9¤:

∴ PQÓ=;3$; (∵ PQÓ>0), PRÓ=4 

점 Q의 x좌표가 5이므로

Q{5, 5n-9 
5+m }

PQÓ=;3$;에서

5- 5n-9 
5+m =;3$; 

5n-9 
5+m =:Á3Á:, 11(5+m)=3(5n-9)

∴ 11m-15n=-82 � …… ㉠ 

점 R의 y좌표가 5이므로 
nx-9 
x+m =5에서 
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5(x+m)=nx-9 

∴ x= 5m+9 
n-5

즉, 점 R의 좌표는 { 5m+9 
n-5 , 5}이므로 

PRÓ=4에서 5- 5m+9 
n-5 =4 

5m+9 
n-5 =1, 5m+9=n-5

∴ 5m-n=-14� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

m=-2, n=4 

따라서 f(x)= 4x-9 
x-2 이므로 

f(m+n+1)=f(3)=3 

답 3 

032

f(x)=| 2x-7 
x-3 |-1=|- 1 

x-3 +2|-1 

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 함수 y=- 1 
x-3 +2의 그래프

에서 y¾0인 부분은 그대로 두고 y<0인 부분을 x축에 대하여 대

칭이동한 후, y축의 방향으로 -1만큼 평행이동한 것과 같으므로 

다음 그림과 같다. 

y=f(x)

x

y

O-1 3
1

한편, 직선 y=mx-m-1, 즉 y=m(x-1)-1은 m의 값에 관

계없이 항상 점 (1, -1)을 지난다. 

Ú ‌�m=0인 경우�  

직선 y=mx-m-1, 즉 y=-1은 함수 y=f(x)의 그래프와 

한 점에서 만난다.

y=f(x)

x

y

O
-1 y=-1

3
1

Û ‌�m>0인 경우�  

직선 y=mx-m-1이 함수 y=f(x)의 그래프와 한 점에서 

만나려면 다음 그림과 같이 직선의 기울기 m의 값이 직선 

y=mx-m-1이 x<3에서 함수 y=f(x)의 그래프에 접할 

때의 기울기보다 작고 x>3에서 함수 y=f(x)의 그래프에 접

할 때의 기울기보다 커야 한다. 

y=f(x)
y=mx-m-1

x

y

O-1
31 1

 직선 y=mx-m-1이 함수 y=f(x)의 그래프에 접할 때

 f(x)= 2x-7 
x-3 -1이므로 참고

 
2x-7 
x-3 -1=mx-m-1에서

 ‌�mxÛ`-2(2m+1)x+3m+7=0�  

이 이차방정식이 중근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면 

 
D 
4 =(2m+1)Û`-m(3m+7)=0 

 mÛ`-3m+1=0

 ∴ m= 3-'5 
2  또는 m= 3+'5 

2

 즉, 조건을 만족시키는 m의 값의 범위는 

 
3-'5 

2 <m< 3+'5 
2

Ú, Û에서 조건을 만족시키는 음이 아닌 정수 m의 값은 0, 1, 2

의 3개이다. 

답 3 

참고  

함수 f(x)=|2x-7 
x-3 |-1의 그래프는 다음

2

3 7-2
x

y

O

y=2x-7-x-3

2

3 7-2
x

y

O

y=|      |2x-7-x-3

O
1

-1
3

7-2

x

y y= -1|      |2x-7-x-3

과 같은 순서로 그린다. 

이때 x<3과 x>;2&;에서의 함수 y=f(x)

의 그래프는 함수 y=2x-7
x-3 의 그래프를 y

축의 방향으로 -1만큼 평행이동한 것과 

같으므로 직선 y=mx-m-1이 함수 

y=f(x)의 그래프에 접할 때

f(x)=2x-7 
x-3 -1이다. 

033

점 P(a, b)는 함수 y=;[K;의 그래프 위의 점이므로 b=;aK; 

∴ P{a, ;aK;}

점 P와 점 Q의 x좌표가 같으므로 점 Q의 좌표는 Q(a, 0)

삼각형 OPQ의 넓이를 이용하면

;2!;_OQÓ_PQÓ=;2!;_OPÓ_QHÓ

이므로 

;2!;_a_;aK;=;2!;_¾̈aÛ`+ kÛ`
aÛ`

_QHÓ 

∴ QHÓ= k 

 ¾¨aÛ`+ kÛ`
aÛ`

이때 aÛ`>0, kÛ`>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여 

aÛ`+ kÛ`
aÛ`

¾2¾̈aÛ`_ kÛ`
aÛ`

=2k {단, 등호는 aÛ`= kÛ`
aÛ`

일 때 성립한다.}

QHÓÉ k 

'¶2k
= '¶2k

2
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즉, 선분 QH의 길이의 최댓값은 
'¶2k
2  이므로

Mk=
'¶2k
2

이때 등호는 aÛ`= kÛ`
aÛ`

일 때 성립하므로 선분 QH의 길이가 최대일 

때의 a의 값은 

aÝ`=kÛ`에서 

a='k 

즉, ak='k이므로 

Mû
aû =

'¶2k
2
'k

= '2
2

답
'2
2  

034 

xÁ=t에서 두 점 P, Q의 x좌표가 같

x

y

O
3

-2

P(t, f(t))

Q(xÁ, yÁ)

R(xª, yª)

y=g(x)

y=f(x)

으므로 직선 PQ는 x축에 수직이고, 

yª=f(t)에서 두 점 P, R의 y좌표가 

같으므로 직선 PR는 y축에 수직이

다. 

Q(t, g(t))이므로 

PQÓ=f(t)-g(t)

= 2
t-3 -(-t-2)

= 2
t-3 +t+2 

점 R(xª, yª)가 직선 g(x)=-x-2 위의 점이므로 

yª=-xª-2 

yª=f(t)이므로 

-xª-2= 2
t-3

즉, xª=- 2
t-3 -2이므로 

PRÓ=t-xª

=t-{- 2
t-3 -2}

= 2
t-3 +t+2 참고

∴ PQÓ+PRÓ=2{ 2
t-3 +t+2}

이때 t-3>0이므로 산술평균과 기하평균의 관계에 의하여

2{ 2
t-3 +t-3+5}¾2{2¾̈ 2

t-3 _(t-3)+5}

=10+4'2 

{단, 등호는 
2

t-3 =t-3일 때 성립한다.}

따라서 PQÓ+PRÓ의 최솟값은 10+4'2이다. 

답 10+4'2 

참고  

직선 g(x)=-x-2의 기울기가 -1이므로 △PQR는 직각이등변삼각형

이다. 즉, 선분 PR의 길이를 직접 구해 보지 않아도 PQÓ=PRÓ임을 알 수 

있다.

035

g( f(x))=1 또는 g( f(x))=0이므로 방정식

(g½f)(x)+( f½f)(x)=1에서 

(g½f)(x)=1, ( f½f)(x)=0 또는

(g½f)(x)=0, ( f½f)(x)=1 

이어야 한다. 

f(x)= 36 
x-5 에서 

( f½f)(x)=f( f(x))

= 36 
36 

x-5 -5

=
36(x-5)
-5x+61

Ú ‌�(g½f)(x)=1, ( f½f)(x)=0일 때 �  

( f½f)(x)=0에서 

36(x-5)
-5x+61 =0  

∴ x=5

이때 함수 f(x)에서 x+5이어야 하므로 조건을 만족시키지 

않는다. 

Û ‌�(g½f)(x)=0, ( f½f)(x)=1일 때�  

( f½f)(x)=1에서 

36(x-5)
-5x+61 =1

36x-180=-5x+61  

∴ x= 241
41

(g½f)(x)=g( f(x))=0에서 f(x)는 정수의 제곱인 수가 아

니어야 하고, f { 241
41 }=41이므로 조건을 만족시킨다. 

Ú, Û에서 a= 241
41 이므로 

41a=241

답 241 

036

f 1(x)=f(x)

=1-;[!;= x-1 
x 

f 2(x)=( f½f 1)(x)=f( f 1(x))

=1- 1 
x-1 

x 

=- 1 
x-1 

f 3(x)=( f½f 2)(x)=f( f 2(x))

=1- 1

- 1 
x-1 

=x

 ⋮ 

따라서 음이 아닌 정수 k에 대하여 

f 3k+1(x)= x-1 
x , f 3k+2(x)=- 1 

x-1 , f 
3k+3(x)=x 

이므로

f 3k+1(2)=;2!;, f 3k+2(2)=-1, f 3k+3(2)=2

∴ a3k+1=;2!;, a3k+2=-1, a3k+3=2

이차방정식 xÛ`-(2an-1)x+anÛ`=0의 판별식을 D라 하면 

D=(2an-1)Û`-4anÛ`=1-4an 
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Ú ‌�n=3k+1일 때

D=1-4a3k+1

=1-4_;2!;=-1<0

즉, g(3k+1)=0이므로�  

g(1)=g(4)=g(7)=g(10)=0

Û ‌�n=3k+2일 때�  

D‌�=1-4a3k+2�  

=1-4_(-1)=5>0

즉, g(3k+2)=2이므로�  

g(2)=g(5)=g(8)=2

Ü ‌�n=3k+3일 때 �  

D‌�=1-4a3k+3�  

=1-4_2=-7<0

즉, g(3k+3)=0이므로�  

g(3)=g(6)=g(9)=0

Ú~Ü에서 

g(1)+g(2)+g(3)+ y +g(10)=2_3=6 

답 6 

037

함수 y=f -1(x)의 그래프가 x축, y축과 만나는 점을 각각 �  

A(a, 0), B(0, b)라 하면 두 점 (0, a), (b, 0)은 함수 y=f(x)

의 그래프 위의 점이므로 f(0)=a, f(b)=0이다. 

x+1 
2x-1 =0에서 x=-1이므로 

f(0)=2_(-1)+3=1  

∴ a=1 

또, 2x+3=0에서 x=-;2#;이므로 

b=
-;2#;+1

 

2_{-;2#;}-1
=;8!; 

따라서 A(1, 0), B{0, ;8!;}이므로 삼각형 OAB의 넓이는

;2!;_1_;8!;=;1Á6;

답 ③ 

다른 풀이

f { x+1 
2x-1 }=2x+3에서 t= x+1 

2x-1  이라 하고 x에 대하여 정리하면

x= t+1 
2t-1

즉, f(t)=2_ t+1 
2t-1 +3= 8t-1 

2t-1 이므로 

f(x)= 8x-1 
2x-1

∴ f -1(x)= x-1 
2x-8

x-1 
2x-8 =0에서 x=1  

∴ A(1, 0)

f -1(0)=;8!;이므로 B{0, ;8!;}

따라서 삼각형 OAB의 넓이는 

;2!;_1_;8!;=;1Á6; 

038

조건 ㈎에서 x+-a인 모든 실수 x에 대하여 ( f½f)(x)=x이므

로 함수 f(x)와 그 역함수 f -1(x)는 일치한다. 

이때 f(x)= -x+b 
x+a 의 역함수는 

f -1(x)= -ax+b 
x+1 

이고, f(x)와 f -1(x)가 일치하므로 a=1 

∴ f(x)= -x+b 
x+1

한편,

f(x)= -x+b 
x+1 = b+1 

x+1 -1

이므로 함수 y=f(x)의 그래프의 두 점근선의 방정식은 

x=-1, y=-1

즉, 두 점근선의 교점 C의 좌표는 

(-1, -1)

점 C(-1, -1)과 직선 y=x+2, 즉 x-y+2=0 사이의 거리는 

|-1-(-1)+2| 
"Ã1Û`+(-1)Û`

='2

이고, 조건 ㈏에서 삼각형 ABC의 넓이가 4이므로 

;2!;_ABÓ_'2=4  

∴ ABÓ=4'2 

이때 함수 y= -x+b 
x+1  의 그래프와 직선 y=x+2의 두 교점 A, 

B의 x좌표를 각각 a, b라 하면 

ABÓ='2|a-b| 참고

이므로 

'2|a-b|=4'2  

∴ |a-b|=4 

-x+b 
x+1 =x+2에서 

-x+b=(x+2)(x+1), -x+b=xÛ`+3x+2 

∴ xÛ`+4x+2-b=0 

이 이차방정식의 두 근이 a, b이므로 이차방정식의 근과 계수의 

관계에 의하여 

a+b=-4, ab=2-b 

(a-b)Û`=(a+b)Û`-4ab에서 

16=16-4(2-b)  

∴ b=2 

∴ a+b=1+2=3

답 3 

참고

기울기가 1인 직선 위의 두 점 사이의 거리는 두 점의 x좌표의 차에 '2 를 

곱한 것과 같다. 즉, 두 점 A, B는 직선 y=x+2 위의 점이므로 �

ABÓ='2|a-b|이다.

039

f(x)= ax-5 
x-b  에서 f -1(x)= bx-5 

x-a 이므로 

f -1(x+2)+2=
b(x+2)-5 
(x+2)-a 

+2 

=
(b+2)x-2a+2b-1 

x-a+2
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조건 ㈎에서 f(x)=f -1(x+2)+2이므로 

b=a-2� …… ㉠ 

y= ax-5 
x-b  에서

y=0일 때 x=;a%;

x=0일 때

y=;b%;

곡선 y= ax-5 
x-b  가 x축, y축과 만나는 두 점의 좌표는

A{;a%;, 0}, B{0, ;b%;}

조건 ㈏에서 OAÓ : OBÓ=1 : 2이므로

;a%; : ;b%;=1 : 2  

∴ a=2b� …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면

a=4, b=2 

∴ aÛ`+bÛ`=16+4=20 

답 20 

040

g(x)=- 12 
x+2 +6, h(x)=;5@;x+k라 하자. 

0Éx<3에서 정의된 함수 y=g(x)의 치역은 [y|0Éy<:Á5¥:]이

므로 함수 f 가 일대일대응이 되려면 집합 {x|x¾3}에서 정의된 

함수 y=h(x)의 치역이 [y|y¾:Á5¥:]이어야 한다. 

이때 함수 h(x)=;5@;x+k는 x의 값이 증가할 때 h(x)의 값도 증

가하므로 h(3)=:Á5¥:이어야 한다. 

즉, ;5@;_3+k=:Á5¥:에서 k=:Á5ª:

∴ f(x)=[
- 12 

x+2 +6	(0Éx<3)

;5@;x+:Á5ª:	 (x¾3) 

x좌표가 정수인 점에서의 f(x)의 값을 구하면 

f(0)=0, f(1)=2, f(2)=3, f(3)=:Á5¥:<4, f(4)=4, ⋯ 

이고 함수 y=f -1(x)의 그래프는 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 

y=x에 대하여 대칭이므로 다음 그림과 같다. 

x

y

O 1

1

2

2

3

3

4

4
y=f(x)

y=xy=f ÑÚ (x)

따라서 두 함수 y=f(x), y=f -1(x)의 그래프로 둘러싸인 영역

의 경계 및 내부에 포함되고 x좌표와 y좌표가 모두 정수인 점은 

(0, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3), 

(4, 4)의 9개이다. 

답 9 

041
일등급의 메모장

유리함수의 그래프의 개형을 추론할 때, 점근선의 위치를 기준으

로 미지수의 범위를 나누어 해결할 수 있다.

⑴ 왼쪽 점근선 (x<a): y=b

⑵ 오른쪽 점근선 (x¾a): y=a+b

⑶ 경계점의 함숫값: y=g(a)

f(x)= bx 
x-a = ab 

x-a +b이므로 함수 y=f(x)의 그래프의 점근

선의 방정식은 

x=a, y=b

이때 함수 y=f(x+2a)+a의 그래프는 함수 y=f(x)의 그래프

를 x축의 방향으로 -2a만큼, y축의 방향으로 a만큼 평행이동한 

것이므로 함수 y=f(x+2a)+a의 그래프의 점근선의 방정식은

x=a-2a, y=b+a, 즉 x=-a, y=b+a

이다.

{t|h(t)=1}={t|-9ÉtÉ-8}'{t|t¾k}� …… ㉠ 

를 만족시키는 경우를 찾아보자. 

집합 {t|h(t)=1}은 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t가 만나

는 점의 개수가 1인 모든 실수 t의 값의 집합이다. 

따라서 ㉠은 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t가 만나는 점의 

개수가 1이 되는 실수 t의 값의 범위는 

-9ÉtÉ-8 또는 t¾k

임을 나타낸다. 

Ú ‌�b>0인 경우�  

a>0, b>0, a+b>b>0이므로 함수 y=g(x)의 그래프는 다

음 그림과 같다. 

x

y

O

y=g(x)g(a)

y=b

x=a

a

y=a+b

이때 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t가 만나는 점의 개수

가 1이 되는 실수 t의 값의 범위는 �  

t<b 또는 a+b<tÉg(a)�  

이므로 ㉠을 만족시키지 않는다. 

Û ‌�b<0인 경우�  

a>0, b<0이고 b<a+b이다. 

g(a)=f(3a)+a=;2#;b+a� …… ㉡ 

이므로 다음의 경우로 나누어 살펴보자. 

ⓐ ‌�b<g(a)인 경우�  

함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

g(a)

x=a

x

y

O a
y=g(x)

y=b

y=a+b
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이때 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t가 만나는 점의 

개수가 1이 되는 실수 t의 값의 범위는 �  

b<t<g(a) 또는 t¾a+b�  

이므로 ㉠을 만족시키지 않는다. 

ⓑ ‌�b=g(a)인 경우�  

함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

g(a)

x=a

a
y=g(x)
y=b

y=a+bx

y

O

이때 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t가 만나는 점의 

개수가 1이 되는 실수 t의 값의 범위는 �  

t=b 또는 t¾a+b�  

이므로 ㉠을 만족시키지 않는다. 

ⓒ ‌�b>g(a)인 경우�  

함수 y=g(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

a x

y

O

g(a)

x=a

y=g(x)
y=b

y=a+b

이때 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 y=t가 만나는 점의 

개수가 1이 되는 실수 t의 값의 범위는 �  

g(a)ÉtÉb 또는 t¾a+b �  

이때 ㉠을 만족시키려면 �  

g(a)=-9, b=-8, a+b=k�  

이어야 한다.

㉡에서 g(a)=;2#;_(-8)+a=-12+a이므로 

-12+a=-9    ∴ a=3 �  

∴ k=a+b=3+(-8)=-5 

Ú, Û에서 

g(x)=[
-8x 
x-3  	 (x<3)

-8(x+6) 
x+3 +3	(x¾3)

이므로 g(-k)=g(5)=-8 

∴ a_b_g(-k)=3_(-8)_(-8)=192 

답 192 

042
일등급의 메모장

함수 g(x)는 증가하므로 g(t)ÉxÉg(t+2)에서

t의 값의 범위 최솟값 h(t) 최솟값의 위치

t<1 f(g(t+2)) x=g(t+2)

1Ét<3 6 g(t)ÉxÉg(t+2)에 존재

함수 y=g(x)의 그래프는 오른쪽 그림과 y=g(x)

x

y

O 5
1

 

같다. 

함수 g(x)는 x<5에서 x의 값이 증가하면 

g(x)의 값도 증가하므로 g(t)<g(t+2)

이다. 

t<1일 때, h(t)=f(g(t+2))이므로�  

g(t)ÉxÉg(t+2)에서 함수 f(x)는 x=g(t+2)일 때 최솟값을 

갖는다. 

따라서 g(t)ÉxÉg(t+2)에서 x의 값이 증가하면 f(x)의 값은 

감소한다. 

1Ét<3일 때, h(t)=6이므로 g(t)ÉxÉg(t+2)에서 함수 f(x)

의 최솟값이 6으로 일정하다. 

즉, 함수 y=f(x)의 그래프의 꼭짓점의 x좌표는 �  

g(t)ÉxÉg(t+2)에 존재하고 y좌표는 6이다. 

이때 함수 y=f(x)의 그래프의 꼭짓점의 좌표를 (a, 6)이라 하면 

a는 1Ét<3인 모든 실수 t에 대하여 g(t)ÉaÉg(t+2)이어야 

하므로 

a=g(3)=2 

f(x)=a(x-2)Û`+6 (a는 상수)이라 하면

h(-1)=7에서 

h(-1)=f(g(1))

=f {;2#;}

= a 
4 +6

이므로

a 
4 +6=7  

∴ a=4 

따라서 f(x)=4(x-2)Û`+6이므로 

f(5)=42 

답 42 

043
일등급의 메모장

⑴ ‌�함수 y=f(x)의 그래프를 직선 x=a에 대하여 대칭이동한 그

래프의 식: y=f(2a-x)

⑵ ‌�함수 y=f(x)가 직선 x=a에 대하여 대칭 �  

HjK 정의역의 모든 x에 대하여 f(x)=f(2a-x)�  

HjK 정의역의 모든 x에 대하여 f(a+x)=f(a-x)

조건 ㈎에 의하여 0ÉxÉ1일 때 

f(x)= ax-1 
x-b = ab-1 

x-b +a

이므로 b>1, ab>1이다. 

즉, 0ÉxÉ1일 때 f(x)의 최댓값은 f(0)=;b!;, 최솟값은 

f(1)= a-1 
1-b 이다. 

함수 y=f(x)의 그래프는 조건 ㈏에 의하여 직선 x=0에 대하여 

대칭이고, 조건 ㈐에 의하여 직선 x=1에 대하여 대칭이므로 

f(2+x)=f(2-(2+x))=f(-x)=f(x)

즉, 함수 y=f(x)의 그래프의 개형은 다음 그림과 같다. 
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-1 1 3 5-3
-2 2 4 x

y

O

y=f(x)

-3ÉxÉ5에서 곡선 y=f(x)가 직선 y=-;a!;과 만나는 점의 개

수가 5이므로 -;a!;=f(1)이어야 한다.

즉, -;a!;= a-1 
1-b  에서 

b=aÛ`-a+1 � …… ㉠ 

또, 0ÉxÉ1일 때 f(x)= ax-1 
x-b =0을 만족시키는 x의 값은 ;a!;

이고  f { 2 
b+1 }=0에서 0< 2 

b+1 <1이므로

;a!;= 2 
b+1  

∴ b=2a-1 � …… ㉡

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 

a=2, b=3 (∵ b>1)

∴ a+b=2+3=5

답 5 

044
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원점을 지나는 직선 y=kx 위의 세 점 A(0, 0), B(xÁ, yÁ), 

C(xª, yª)에 대하여

ACÓ 
ABÓ

=
|xª-0| 
|xÁ-0|

=
|xª| 
|xÁ|

➡ 각 구간별로 방정식 f(x)=kx의 해만 구한 후, 비율을 계산하자.

f(x)=| x 
x-1 |

=[
x 

x-1  (xÉ0 또는 x>1)

x 
1-x  (0<x<1)

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다.

1

1

x

y

O

y=f(x)

ㄱ. ‌�[반례] k=-1이면 곡선 y=f(x)와 직선 y=kx는 한 점에서 

만난다. (거짓)

ㄴ. f(x)=kx에서

| x
x-1 |=kx

Ú k=0일 때 

| x
x-1 |=0  

∴ x=0 

Û k+0일 때

ⓐ xÉ0 또는 x>1이면 

x
x-1 =kx에서

x=kxÛ`-kx

kxÛ`-(k+1)x=0

x{kx-(k+1)}=0

∴ x=0 또는 x=1+;k!; 

ⓑ 0<x<1이면 

x
1-x =kx에서

x=kx-kxÛ`

kxÛ`-(k-1)x=0

x{kx-(k-1)}=0

∴ x=1-;k!; 

ㄴ. ‌�Ú, Û에서 곡선 y=f(x)와 직선 y=kx가 서로 다른 세 점에

서 만나려면

1+;k!;<0 또는 1+;k!;>1이고 0<1-;k!;<1

이어야 한다.

1+;k!;<0 또는 1+;k!;>1에서

;k!;<-1 또는 ;k!;>0 

∴ -1<k<0 또는 k>0� ⋯⋯ ㉠ 

0<1-;k!;<1에서 0<;k!;<1

∴ k>1�  ⋯⋯ ㉡ 

㉠, ㉡에서

k>1 

따라서 k>1일 때 곡선 y=f(x)와 직선 y=kx가 서로 다른 

세 점 

A(0, 0), B {1-;k!;, k-1}, C {1+;k!;, k+1}

에서 만난다.

이때 세 점 A, B, C가 모두 직선 y=kx 위에 있으므로 두 선

분의 길이의 비는 x좌표의 차의 비와 같다. 

∴ 
ACÓ 
ABÓ

=
1+;k!;

1-;k!;

		  = k+1 
k-1

		  =1+ 2 
k-1

이 값이 자연수가 되려면 k-1이 2의 약수이어야 하므로 

k-1=1 또는 k-1=2 

따라서 조건을 만족시키는 정수 k의 값은 2, 3의 2개이다. (참) 

ㄷ. ‌�곡선 y=f(x)와 직선 y=kx가 제2사분면 위의 점 P(a, b)에

서 만나므로 점 P는 곡선

y= x 
x-1  (x<0)

위의 점이다.

즉, b= a
a-1 에서

b(a-1)=a

∴ a+b=ab (참)

따라서 옳은 것은 ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤ 
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045
일등급의 메모장

항상 성립하는 부등식은 그래프의 위치 관계로 해석할 수 있다. 

aÉxÉb에서 부등식 f(x)¾g(x)가 항상 성립한다.

HjK ‌�aÉxÉb에서 함수 y=f(x)의 그래프가 함수 y=g(x)의 그

래프보다 위쪽에 있다. 

HjK ‌�aÉxÉb에서 함수 y=f(x)-g(x)의 그래프가 직선 y=0보

다 위쪽에 있다.

조건 ㈎에 의하여 

f(x)-x=ax(x-3) (a<0)

이라 하면 

f(x)=ax(x-3)+x (a<0)

조건 ㈏에 의하여 참고

4x 
x+1 =0에서 x=0

4x 
x+1 =1에서 4x=x+1    ∴ x=;3!;

4x 
x+1 =2에서 4x=2x+2    ∴ x=1

4x 
x+1 =3에서 4x=3x+3    ∴ x=3

∴ [ 4x 
x+1 ]= 

0 {0Éx<;3!;}

1 {;3!;Éx<1}

2 (1Éx<3)
3 (x=3)

(
M
[{
M
9[

부등식 [ 4x 
x+1 ]Éf(x)가 항상 성립하

x

y

O 1

1

2

3

3

1-3

y=f(x)

x

y

O 1

1

2

3

3

1-3

y=f(x)

도록 함수 y=f(x)의 그래프를 그리면 

오른쪽 그림과 같다. 즉, 

f {;3!;}=-;9*;a+;3!;¾1, 

f(1)=-2a+1¾2 

이어야 하므로

aÉ-;4#;

따라서 f(1)+f(2)=(-2a+1)+(-2a+2)=-4a+3¾6이

므로 구하는 최솟값은 6이다. 

답 6 

참고

함수 y= 4x
x+1, 즉 y=- 4

x+1+4의 오른쪽�

3

3
4

-1

y= 4x-x+1

y

xO

 

그림과 같으므로 0ÉxÉ3에서 0É 4x
x+1É3

이다. 따라서 [ 4x
x+1]가 될 수 있는 값은 0, 

1, 2, 3이다.

046
일등급의 메모장

⑴ 유리함수와 행렬 

	 영행렬이 아닌 두 행렬 A={ a
c 
 
b
d 
}, B={ p

r
 
q
s
}에 대하여 

	 fA(x)= ax+b 
cx+d , fB(x)= px+q 

rx+s 라 하면 

	 ① fA+B(x)=fA(x)+fB(x)

	 ② fAB(x)=( fA½fB)(x)

	 ③ fAÇ`(x)=fA
n (x) ( f n+1=f½f n  , n은 자연수)

	 ④ fAÑÚ`(x)=fA
-1  (x) 

{단, A-1= 1 
ad-bc  { d

-c
-b

a
}, AA-1=A -1A=E}

⑵ 케일리-해밀턴 정리

	 행렬 A={ a
c 
 
b
d 
}에 대하여 

	 AÛ`-(a+d)A+(ad-bc)E=O

	 가 항상 성립한다.

함수 f(x)= 3x-7 
x-2 의 역함수는 

g(x)= 2x-7 
x-3

즉, 

gÚ`(x)= 2x-7 
x-3

gÛ`(x)=
2_ 2x-7 

x-3 -7 
2x-7 
x-3 -3

= -3x+7 
-x+2 = 3x-7 

x-2 =f(x)

gÜ`(x)=(g½gÛ`)(x)=(g½f)(x)=x 

gÝ`(x)=g(x)

⋮ 

즉, 음이 아닌 정수 k에 대하여

g3k+1=g, g3k+2=f, g3k+3=I (I는 항등함수)

이므로 

g17(a)+g18(a)+g19(a)

=gÛ`(a)+gÜ`(a)+g(a)

= 3a-7 
a-2 +a+ 2a-7 

a-3

=
(3a-7)(a-3)+a(a-2)(a-3)+(2a-7)(a-2)

(a-2)(a-3)

= aÜ`-21a+35 
aÛ`-5a+6

=:°6°:

6aÜ`-55aÛ`+149a-120=0

(a-5)(2a-3)(3a-8)=0 

∴ a=;2#; 또는 a=;3*; 또는 a=5 

따라서 M=5, m=;2#;이므로 

Mm=5_;2#;=:Á2°:

답 :Á2°:

다른 풀이 확장

A={ 3
1

-7
-2

}, f(x)=fA(x)라 하면 

A-1= 1 
3_(-2)-(-7)_1

 {-2
-1

 
7
3
}={-2

-1
 
7
3
}

∴ g(x)=f -1(x)=fAÑÚ`(x)

= -2x+7 
-x+3 = 2x-7 

x-3

확장
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케일리-해밀턴 정리에 의하여 (A-1)Û`-A-1+E=O이므로 

(A-1+E){(A-1)Û`-A-1+E}=O 

(A-1)Ü`+E=O  

(A-1)Ü`=-E 참고

∴ gÜ`=I (단, I는 항등함수이다.)

또, (A-1)Ü`=-E에서 

(A-1)Û`=-A

∴ gÛ`(x)=f(AÑÚ`)Û`(x)=f-A(x)

= -3x+7 
-x+2 =f(x)

즉, 음이 아닌 정수 k에 대하여

g3k+1=g, g3k+2=f, g3k+3=I (I는 항등함수)

이므로 

g17(a)+g18(a)+g19(a)

=gÛ`(a)+gÜ`(a)+g(a)

= 3a-7 
a-2 +a+ 2a-7 

a-3

=
(3a-7)(a-3)+a(a-2)(a-3)+(2a-7)(a-2)

(a-2)(a-3)

= aÜ`-21a+35 
aÛ`-5a+6

=:°6°:

6aÜ`-55aÛ`+149a-120=0

(a-5)(2a-3)(3a-8)=0 

∴ a=;2#; 또는 a=;3*; 또는 a=5

따라서 M=5, m=;2#;이므로 

Mm=5_;2#;=:Á2°:

참고

(AÑß`)Ü`=-E={-1
0
  0
-1

}이므로

gÜ`(x)=-1_x+0
0_x-1

=x

047
일등급의 메모장

대칭성을 이용하면 점의 좌표를 계산하는 과정을 줄일 수 있고, 

외접원의 중심의 위치를 파악할 수 있다.

네 점 A, B, C, D를 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다. 

A
B

C

D

y=2x

x2+y2=6k
y= x1-2

(x>0)y= k-x
x

y

O

;[K;=;2!;x에서 

x='2�k (∵ x>0)

이므로 

A{'2�k, 
'2�k
2 }

k
x =2x에서 x= '2�k

2  (∵ x>0)이므로 

B{ '2�k
2 , '2�k}

xÛ`+yÛ`=6k � ⋯⋯ ㉠ 

y=;[K;에서 

xy=k � ⋯⋯ ㉡ 

㉠+2_㉡을 하면 

xÛ`+2xy+yÛ`=8k, (x+y)Û`=8k 

∴ x+y=2'¶2k (∵ x>0, y>0) � ⋯⋯ ㉢

㉠-2_㉡을 하면 

xÛ`-2xy+yÛ`=4k, (x-y)Û`=4k 

∴ x-y=Ñ2'k� ⋯⋯ ㉣ 

㉢, ㉣을 연립하여 풀면 

x=('2Ñ1)'k, y=('2Ð1)'k (복호동순) 

이때 점 C의 x좌표가 점 D의 x좌표보다 작으므로 

C(('2-1)'k, ('2+1)'k), 

D(('2+1)'k, ('2-1)'k)

ㄱ. 삼각형 OAB의 넓이는 

('2�k)Û`-2_{;2!;_'2�k_ '2�k
2 }-;2!;_{'2�k- '2�k

2 }2`= 3k 
4

즉, 
3k 
4 =3에서 k=4 (참)

ㄴ. ABÓ=¾̈{- '2�k
2 }2`+{ '2�k

2 }2`='k 

CDÓ=¿¹(2'k)Û`+(-2'k)Û`=2'¶2k 

직선 AB의 방정식은 

y=
'2�k- '2�k

2
'2�k
2 -'2�k

(x-'¶2k)+ '2�k
2

∴ x+y- 3'2�k
2 =0

사각형 ABCD는 사다리꼴이고 윗변을 선분 AB, 아랫변을 

선분 CD라 하면 높이는 점 C와 직선 AB 사이의 거리와 같

으므로

|('2-1)'k+('2+1)'k- 3'2�k
2 |

"Ã1Û`+1Û`
= 'k

2

따라서 사각형 ABCD의 넓이는 

;2!;_('k+2'¶2k )_ 'k
2 = 2'2+1 

4  k (거짓)

ㄷ. ‌�k=2이면 �  

A(2, 1), B(1, 2), C(2-'2, 2+'2), D(2+'2, 2-'2)�  

사각형 ABCD는 직선 y=x에 대하여 대칭이므로 외접원의 

중심을 P(p, p), 반지름의 길이를 r라 하면 r=PAÓ=PCÓ에서 

(p-2)Û`+(p-1)Û`=(p-2+'2)Û`+(p-2-'2)Û`

2pÛ`-6p+5=2pÛ`-8p+12  

∴ p=;2&;

즉,

rÛ`=PAÓ 
2

={;2&;-2}2`+{;2&;-1}2`

=;4(;+:ª4°:=:Á2¦:
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이므로 외접원의 넓이는 :Á2¦:p이다. (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ이다. 

답 ①

048
일등급의 메모장

⑴ ‌�f(x, y)+kg(x, y)=0  

: k의 값에 관계없이 f(x, y)=g(x, y)=0을 만족시키는 순서

쌍 (a, b)에 대하여 항상 점 (a, b)를 지난다. 

⑵ ‌�‘항상 지나는 점’이 있는 곡선 또는 직선이 주어진 경우, 그 점

을 기준으로 그래프 개형이 어떻게 변하는지 살펴본다.

두 직선 3x+y-4=0, 2x-y-1=0이 만나는 점을 A라 하면 

점 A의 좌표는 (1, 1)이다. 

따라서 직선 l: 3x+y-4+k(2x-y-1)=0은 k의 값에 관계없

이 항상 점 A(1, 1)을 지난다. 

f(x)= x-1 
|x-1|-2|x-2|

= 

x-1 
x-3

	 (x<1)

x-1 
3x-5

	 (1Éx<2)

- x-1 
x-3

	(x¾2)

(
M

[{
M

9[  
이므로 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 l은 다음 그림과 같다. 

A

l: 3x+y-4+k(2x-y-1)=0

y=f(x)

1

1
2

3

5-3
x

y

O

즉, 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 l이 만나는 서로 다른 점의 개

수가 1이 되려면 직선 l의 기울기가 0보다 작거나 같고, 동시에 

직선 l의 기울기가 점 A(1, 1)을 지나면서 곡선 y= x-1 
3x-5

{1Éx<;3%;}에 접하는 직선의 기울기보다 커야 한다.

점 A(1, 1)을 지나면서 곡선 y= x-1 
3x-5  {1Éx<;3%;}에 접하는 

직선의 방정식을 y=m(x-1)+1이라 하자. 

x-1 
3x-5 =m(x-1)+1에서

x-1=m(3x-5)(x-1)+3x-5 

3mxÛ`-2(4m-1)x+5m-4=0 

이 이차방정식이 중근을 가져야 하므로 판별식을 D라 하면

D 
4 =(4m-1)Û`-3m(5m-4)=0

mÛ`+4m+1=0 

∴ m=-2-'3 참고

이때 k+1이면 직선 l의 기울기는 
2k+3 
k-1 이므로 

-2-'3< 2k+3 
k-1 É0 

Ú k>1인 경우 

 
2k+3 
k-1 >0이므로 부등식의 해는 존재하지 않는다. 

Û k<1인 경우 

 -2-'3< 2k+3 
k-1 에서 (-2-'3)k+2+'3>2k+3

 ∴ k< -7+5'3 
13 � …… ㉠

 
2k+3 
k-1 É0에서 

 2k+3¾0 

 ∴ k¾-;2#; � …… ㉡ 

 ㉠, ㉡에서

 -;2#;Ék< -7+5'3 
13

Ú, Û에서 a=-;2#;, b= -7+5'3 
13 이므로 

b-a= -7+5'3 
13 -{-;2#;}= 25+10'3 

26

따라서 p=25, q=10이므로 

p+q=25+10=35 

답 35 

참고

직선 y=m(x-1)+1과 곡선 y= x-1
3x-5 이 접할 때의 x좌표는 

x=4m-1
3m  이다. 

이때 두 함수의 그래프는 1Éx<;3%;에서 접해야 한다.

⑴ m=-2+'3일 때, x=2+'3
3  이므로 주어진 조건을 만족시키지 않는다.

⑵ m=-2-'3일 때, x=2-
'3
3  이므로 주어진 조건을 만족시킨다.
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무리함수
Ⅲ. 함수와 그래프

001 

모든 실수 x에 대하여 "ÃkxÛ`-(k+6)x+6의 값이 실수가 되려면 

kxÛ`-(k+6)x+6¾0 � …… ㉠ 

이어야 한다. 

Ú ‌�k=0일 때�  

㉠에서 -6x+6¾0    ∴ xÉ1�  

즉, xÉ1인 경우에만 성립한다. 

Û ‌�k+0일 때�  

이차방정식 kxÛ`-(k+6)x+6=0의 판별식을 D라 하면 �  

k>0이고 DÉ0이어야 하므로 참고  �  

D={-(k+6)}Û`-4_k_6É0�  

kÛ`-12k+36É0, (k-6)Û`É0  �    

∴ k=6 

Ú, Û에서 k=6이므로 정수 k의 개수는 1이다. 

답 1 

참고 이차부등식이 항상 성립할 조건

모든 실수 x에 대하여 이차부등식이 성립할 조건은 다음과 같다. 

⑴ axÛ`+bx+c>0 ⇨ a>0, bÛ`-4ac<0 

⑵ axÛ`+bx+c¾0 ⇨ a>0, bÛ`-4acÉ0 

⑶ axÛ`+bx+c<0 ⇨ a<0, bÛ`-4ac<0 

⑷ axÛ`+bx+cÉ0 ⇨ a<0, bÛ`-4acÉ0 

002 

a=tÛ`+25, b=10t+7을 주어진 식에 대입하면 

'Äa+b-7+'Äa-b+7 

="Ã(tÛ`+25)+(10t+7)-7+"Ã(tÛ`+25)-(10t+7)+7 

="ÃtÛ`+10t+25+"ÃtÛ`-10t+25 

="Ã(t+5)Û`+"Ã(t-5)Û`

=(t+5)-(t-5) (∵ 0<t<5)

=10 

답 ② 

003 

xÛ`-4={a+;a!;}2`-4

=aÛ`-2+ 1
aÛ`

={a-;a!;}2`

yÛ`-4={b+;b!;}2`-4

=bÛ`-2+ 1
bÛ`

={b-;b!;}2`

이때 0<a<1, b>1에서 a<;a!;, b>;b!;이므로 

x"ÃyÛ`-4-y"ÃxÛ`-4 

={a+;a!;}¾¨{b-;b!;}2` -{b+;b!;}¾̈{a-;a!;}2`

={a+;a!;}|b-;b!;|-{b+;b!;}|a-;a!;|

={a+;a!;}{b-;b!;}+{b+;b!;}{a-;a!;}

={ab-;bA;+;aB;-;aÁb;}+{ab-;aB;+;bA;-;aÁb;}

=2{ab-;aÁb;}

답 ④ 

004 

'§x+'¶x-5=5에서

('§x+'¶x-5)('§x-'¶x-5)
'§x-'¶x-5

=5

5
'§x-'¶x-5

=5    ∴ '§x-'¶x-5=1

두 식 '§x+'¶x-5=5, '§x-'¶x-5=1을 변끼리 더하면 

2'§x=6, '§x=3

∴ x=9

∴ 
'§x

'§x-'¶x-5
= 3

3-2=3 

답 3 

다른 풀이

'§x=a, '¶x-5=b로 놓으면 

'§x+'¶x-5=5에서 

a+b=5 � …… ㉠ 

aÛ`-bÛ`=x-(x-5)=5이므로 

(a+b)(a-b)=5    ∴ a-b=1 (∵ ㉠)

∴ 
'§x

'§x-'¶x-5
= a 

a-b=a

= (a+b)+(a-b)
2

= 5+1
2 =3 

005 

f(x)='Ä8-2x+1에서 

8-2x¾0    ∴ xÉ4 

∴ A={x|xÉ4} 

g(x)='Ä3x-2+k에서 

g(x)¾k  

∴ B={y|y¾k} 

따라서 A;B={t|kÉtÉ4}이고 집합�

0 1 2 3 4k t

 

A;B에 속하는 정수의 개수가 4이므로 

오른쪽 그림에서 k의 값의 범위는 

0<kÉ1 

답 0<kÉ1 

006 

함수 y='¶ax (a>0)의 그래프를 x축의 방향으로 -3만큼, y축

118     정답과 풀이
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의 방향으로 -1만큼 평행이동한 그래프의 식은 

y="Ãa(x+3)-1 (a>0)

함수 y="Ãa(x+3)-1의 그

-1

-2
-3 1

y= a(x+3)-1

y= 2-x-x+2

x

y

O

래프가 함수 y= 2-x
x+2 , 즉 

y= 4
x+2 -1의 그래프와 제

2사분면에서 만나려면 오른쪽 

그림과 같이 함수 �

y="Ãa(x+3)-1의 그래프의 y절편이 1보다 커야 하므로 

'¶3a-1>1, '¶3a>2

3a>4    ∴ a>;3$;

따라서 자연수 a의 최솟값은 2이다. 

답 2 

007 

함수 y=f(x)의 그래프는 함수 y=-'¶ax (a<0)의 그래프를 x

축의 방향으로 2만큼, y축의 방향으로 1만큼 평행이동한 것과 같

으므로

f(x)=-"Ãa(x-2)+1 

이때 f(0)=-1이므로 

-'Ä-2a+1=-1 

'Ä-2a=2, -2a=4 

∴ a=-2 

따라서 f(x)=-"Ã-2(x-2)+1이므로 

f(-6)=-"Ã-2_(-8)+1=-3 

답 -3 

008 

f(x)=3'Äx-1+k라 하면 함수 y=f(x)

x

y

O 1 5

k

6+k
y=f(x)

의 그래프는 오른쪽 그림과 같으므로 �

1ÉxÉ5에서 

f(x)의 최댓값은 

M=f(5)=6+k 

f(x)의 최솟값은 

m=f(1)=k 

이때 M+m=38이므로

(6+k)+k=38    ∴ k=16 

답 16 

009 

A(k, '¶2k), B(4k, 2'¶2k), C(k, 0), D(4k, 0)이고 사각형 �

ACDB는 넓이가 18인 사다리꼴이므로 

;2!;_('¶2k+2'¶2k)_3k=18 

k'¶2k=4, 2kÜ`=16 

kÜ`=8    ∴ k=2 

따라서 A(2, 2), B(8, 4)이므로 

ABÓ="Ã(8-2)Û`+(4-2)Û`=2'1�0 
답 ② 

010 

A;B=a이 되려면 함수 y="Ã3k(x-1)의 그래프와 직선�  

y=x-k가 만나지 않아야 한다. 

Ú ‌�k<0일 때�  

오른쪽 그림과 같이 함수 �

-k

y=x-k

y=

x

y

O 1

3k(x-1)

 

y="Ã3k(x-1)의 그래프와 직선 �

y=x-k는 항상 한 점에서 만난

다.

Û ‌�k>0일 때�  

직선 y=x-k가 오른쪽 그림

y=

x

y

O
1

3k(x-1)

ⓐ ⓑ

의 두 직선 ⓐ, ⓑ 사이에 위

치해야 한다. �  

직선 y=x-k가 함수�  

y="Ã3k(x-1)의 그래프에 접

할 때 x-k="Ã3k(x-1)에서 �  

(x-k)Û`=3k(x-1), xÛ`-2kx+kÛ`=3kx-3k�  

xÛ`-5kx+kÛ`+3k=0�  

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면�  

D=(-5k)Û`-4(kÛ`+3k)=0�  

21kÛ`-12k=0, 3k(7k-4)=0

∴ k=;7$; (∵ k>0)

따라서 직선 y=x-k가 두 직선 ⓐ, ⓑ 사이에 위치하려면 

0<k<;7$;

Ú, Û에서 0<k<;7$;

답 ③ 

011 

두 함수 y=f(x), y=f -1(x)의 그래프가 점 (2, 4)에서 만나므로 

f(2)=4, f -1(2)=4 

즉, f(2)=4, f(4)=2 

f(2)=4에서 

'Ä2a+b+2=4    ∴ 2a+b=4�  …… ㉠ 

f(4)=2에서 

'Ä4a+b+2=2    ∴ 4a+b=0 � …… ㉡ 

㉠, ㉡을 연립하여 풀면 a=-2, b=8 

∴ f(x)='Ä-2x+8+2 

f -1(6)=k라 하면 f(k)=6이므로 

'Ä-2k+8+2=6 

-2k+8=16    ∴ k=-4 

∴ f -1(6)=-4 

답 -4 

012 

f -1(3)=a에서 f(a)=3이므로

a+2 
a-1 =3, a+2=3a-3 

∴ a=;2%;
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( f½(g½f )-1)(4)‌�=( f½f -1½g-1)(4)�  

=g-1(4)=b 

에서 g(b)=4이므로 

'Ä3b-2=4, 3b-2=16 

∴ b=6 

∴ ab=;2%;_6=15 

답 15 

013

'§n, 'Än+1, 'Än+4가 각각 유리수가 되는 경우를 구해 보자. 

Ú ‌�'§n이 유리수가 되는 경우�  

n=pÛ` (p는 자연수)의 꼴이어야 하고 �  

pÛ`É200�  

이므로 가능한 p의 값은 �  

1, 2, 3, ⋯, 14�  

따라서 '§n 이 유리수가 되도록 하는 n의 값은 14개이다. 

Û ‌�'Än+1이 유리수가 되는 경우�  

n+1=qÛ` (q는 자연수)의 꼴이어야 하고 n=qÛ`-1에서�

1ÉqÛ`-1É200, 즉 2ÉqÛ`É201�  

이므로 가능한 q의 값은 �  

2, 3, 4, ⋯, 14 �  

따라서 'Än+1이 유리수가 되도록 하는 n의 값은 13개이다. 

Ü ‌�'Än+4가 유리수가 되는 경우�  

n+4=rÛ` (r는 자연수)의 꼴이어야 하고 n=rÛ`-4에서�  

1ÉrÛ`-4É200, 즉 5ÉrÛ`É204�  

이므로 가능한 r의 값은 �  

3, 4, 5, ⋯, 14 �  

따라서 'Än+4가 유리수가 되도록 하는 n의 값은 12개이다. 

이때 자연수의 제곱수는 1, 4, 9, 16, 25, 36, ⋯이고 n, n+1, 

n+4 중 어느 두 수 또는 세 수가 동시에 제곱수가 되도록 하는 

자연수 n의 값은 존재하지 않으므로 세 수 '§n, 'Än+1, 'Än+4 중 

적어도 하나가 유리수가 되도록 하는 자연수 n의 개수는 세 수가 

각각 유리수가 되도록 하는 자연수의 개수를 모두 더한 것과 같

다.

따라서 Ú~Ü에서 세 수 '§n, 'Än+1, 'Än+4 중 적어도 하나가 

유리수가 되도록 하는 200 이하의 자연수 n의 개수는 

14+13+12=39 

이므로 세 수 '§n, 'Än+1, 'Än+4가 모두 무리수가 되도록 하는 

200 이하의 자연수 n의 개수는

200-39=161 

답 161 

참고

n=pÛ`, n+1=qÛ` (p, q는 서로 다른 자연수), 즉 n=pÛ`, n=qÛ`-1을 동

시에 만족시키려면 

pÛ`=qÛ`-1, qÛ`-pÛ`=1

∴ (q+p)(q-p)=1 

이때 q+p¾3, q-p¾1이므로 (q+p)(q-p)=1을 만족시키는 자연수 

p, q의 값은 존재하지 않는다. 

따라서 두 수 n, n+1이 동시에 제곱수가 되도록 하는 자연수 n의 값은 

존재하지 않는다. 

같은 방법으로 두 수 n, n+4와 n+1, n+4에 대해서도 동시에 제곱수가 

되도록 하는 자연수 n의 값은 존재하지 않음을 알 수 있다. 

참고

014

a-b=2+3'b에서 

a-b-2=3'b 
이때 'b가 정수이어야 하므로 b는 제곱수가 되어야 한다. 

따라서 b의 값이 될 수 있는 수는 1, 4, 9, 16, 25, 36이다. 

a=b+2+3'b에서 

Ú ‌�b=1일 때�  

a=1+2+3'1=6É40 

Û ‌�b=4일 때�  

a=4+2+3'4=12É40 

Ü ‌�b=9일 때�  

a=9+2+3'9=20É40 

Ý ‌�b=16일 때�  

a=16+2+3'1�6=30É40 

Þ ‌�b¾25일 때�  

a¾25+2+3'2�5=42>40 

Ú~Þ에서 조건을 만족시키는 순서쌍 (a, b)는

(6, 1), (12, 4), (20, 9), (30, 16)

의 4개이다. 

답 ① 

015 

3a+2b=5에서 2b=5-3a이므로 

'Ä9-3a+'Ä14-2b‌�='Ä9-3a+"Ã14-(5-3a)�  

='Ä9-3a+'Ä9+3a

b<7에서 
5-3a

2 <7이므로 

5-3a<14    ∴ a>-3 

∴ -3<a<3 

k='Ä9-3a+'Ä9+3a 라 하면 k¾0이므로 kÛ`의 값이 최대일 때 k

의 값도 최댓값을 갖는다. 다른 풀이

kÛ`‌�=('Ä9-3a+'Ä9+3a)Û`�  

=(9-3a)+(9+3a)+2'Ä9-3a 'Ä9+3a�  

=18+6"Ã(3-a)(3+a)�  

=18+6"Ã9-aÛ`

따라서 kÛ`은 a=0일 때 최댓값 18+6'9, 즉 36을 가지므로 k는 

최댓값 6을 갖는다. 

즉, 'Ä9-3a+'Ä14-2b 의 최댓값은 6이다. 

답 6 

다른 풀이

'Ä9-3a+'Ä14-2b ‌�='Ä9-3a+'Ä9+3a�  

É"Ã2{(9-3a)+(9+3a)} 참고

='Ä2_18�  

=6 

따라서 'Ä9-3a+'Ä14-2b의 최댓값은 6이다. 

참고

음이 아닌 실수 u, v에 대하여 

('u+'v)Û`‌�=u+v+2'¶uv�  

Éu+v+(u+v)  산술평균과 기하평균의 관계�  

=2(u+v) (단, 등호는 u=v일 때 성립한다.)

즉, ('u+'v)Û`É2(u+v)이므로 

'u+'vÉ"Ã2(u+v)

a-b-2는 정수이므로 'b도 정수이어야 한다.
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016 

'1�7-4= 1 
8+aÁ  에서 

8+aÁ= 1 
'1�7-4

		  = '1�7+4
('1�7-4)('1�7+4)

		  ='1�7+4

∴ aÁ='1�7-4

aÁ= 1 
8+aª , 즉 '1�7-4= 1 

8+aª  에서 

8+aª= 1
'1�7-4

='1�7+4

∴ aª='1�7-4

aª= 1 
8+a£ , 즉 '1�7-4= 1 

8+a£ 에서 

8+a£= 1
'1�7-4

='1�7+4

∴ a£='1�7-4

       ⋮ 

같은 방법으로 하면 모든 자연수 n에 대하여 

an='1�7-4

이므로 

a10_a11=('1�7-4)Û`=33-8'1�7 
답 ④ 

017 

f(n)= 1 
'Ä3n+2+'Ä3n-1

= 'Ä3n+2-'Ä3n-1 
('Ä3n+2+'Ä3n-1)('Ä3n+2-'Ä3n-1)

= 'Ä3n+2-'Ä3n-1 
3

이므로 

f(1)+f(2)+f(3)+ y +f(k)

= '5-'2 3 + '8-'5  3 + '1�1-'8 3 + y + 'Ä3k+2-'Ä3k-1 
3

= 'Ä3k+2-'2
3

2É 'Ä3k+2-'2
3 <3에서 

6É'Ä3k+2-'2<9

6+'2É'Ä3k+2<9+'2 
각 변을 제곱하면 

38+12'2É3k+2<83+18'2 
∴ 12+4'2Ék<27+6'2 
이때 

12+4'2‌�=12+'3�2�  

=12+5.___�  

=17.___

27+6'2‌�=27+'7�2�  

=27+8.___�  

=35.___

이므로 자연수 k는 18, 19, 20, ⋯, 35의 18개이다. 

답 18 

018

두 곡선 y='§x+3, y=2'§x의 교점의 x좌표는 '§x+3=2'§x 에서 

'§x=3    ∴ x=9 

즉, 교점의 좌표는 (9, 6)이다.

또, 두 곡선 y='§x+3, y=2'§x 와 직선 x=49의 교점의 좌표는 

각각 (49, 10), (49, 14)이다. 다른 풀이

6
3

10
14

9 49

x=49y= x2

y= x+3

x

y

O

y='§x+3에서 

y-3='§x    ∴ x=(y-3)Û`

y=2'§x에서 

;2};='§x    ∴ x={;2};}2`

주어진 영역의 내부 또는 그 경계에 포함되고 x좌표와 y좌표가 모

두 자연수인 점 (x, y)는 

{;2};}2`ÉxÉ(y-3)Û` (단, 9ÉxÉ49, 6ÉyÉ14)

Ú ‌�y=6일 때�  

9ÉxÉ9이므로 점 (x, y)는 �  

(9, 6)�  

의 1개

Û y=7일 때

:¢4»:ÉxÉ16이므로 점 (x, y)는  

(13, 7), (14, 7), (15, 7), (16, 7)�  

의 4개

Ü ‌�y=8일 때�  

16ÉxÉ25이므로 점 (x, y)는 

(16, 8), (17, 8), (18, 8), ⋯, (25, 8)�  

의 10개

Ý y=9일 때 

:¥4Á:ÉxÉ36이므로 점 (x, y)는 

(21, 9), (22, 9), (23, 9), ⋯, (36, 9)�  

의 16개

Þ y=10일 때

25ÉxÉ49이므로 점 (x, y)는 

(25, 10), (26, 10), (27, 10), ⋯, (49, 10)�  

의 25개

ß y=11일 때 

121
4 ÉxÉ49이므로 점 (x, y)는

(31, 11), (32, 11), (33, 11), ⋯, (49, 11)�  

의 19개

à ‌�y=12일 때 �  

36ÉxÉ49이므로 점 (x, y)는 

(36, 12), (37, 12), (38, 12), ⋯, (49, 12)�  

의 14개

¡ y=13일 때 

169
4 ÉxÉ49이므로 점 (x, y)는

(43, 13), (44, 13), (45, 13), ⋯, (49, 13)�  

08. 무리함수     121

해(118-136)_고난도_08.indd   121 2026-04-30   오후 4:51:50



의 7개

á ‌�y=14일 때�  

49ÉxÉ49이므로 점 (x, y)는 �  

(49, 14)�  

의 1개

Ú~á에서 구하는 점의 개수는 

1+4+10+16+25+19+14+7+1=97 

답 97 

다른 풀이

9ÉxÉ49에서 곡선 y='§x+3과 x축 사이에 있는 x좌표와 y좌

표가 모두 자연수인 점의 개수는 

1_5+7_6+9_7+11_8+13_9=315 

9ÉxÉ49에서 곡선 y=2'§x 위의 점 및 곡선과 x축 사이에 있는 

x좌표와 y좌표가 모두 자연수인 점의 개수는 

4_6+3_7+5_8+4_9+6_10

� +5_11+7_12+6_13+1_1_14=412 

따라서 구하는 점의 개수는 

412-315=97 

019

y=axÛ`+bx+c=a{x+ b 
2a }2`-

bÛ 
4a +c

이차함수의 그래프가 아래로 볼록하므로 a>0 

대칭축이 y축보다 오른쪽에 있으므로 - b 
2a >0, 즉 b<0 

y절편이 음수이므로 c<0 

ㄱ. ‌�"Ã(a+c)Û`-4ac‌�="Ã(a-c)Û`=|a-c|

a>0, c<0에서 a-c>0이므로 �  

|a-c|=a-c  �    

∴ "Ã(a+c)Û`-4ac=a-c (참)

ㄴ. ‌�방정식 axÛ`+bx+c=0이 서로 다른 두 실근을 가지므로 이 

이차방정식의 판별식을 D라 하면�  

D=bÛ`-4ac>0�  

∴ "Ã(bÛ`-4ac)Û`=|bÛ`-4ac|=bÛ`-4ac (참)

ㄷ. ‌�"Ã(a-2b)Û`-"Ã(2b-c)Û`=|a-2b|-|2b-c|�  

a>0, b<0, c<0에서 a-2b>0�  

그런데 2b-c의 부호는 알 수 없으므로 �  

"Ã(a-2b)Û`-"Ã(2b-c)Û`=a-2b-|2b-c| (거짓)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ이다.

답 ㄱ, ㄴ  

참고

y=xÛ`-x-3일 때 a=1, b=-1, c=-3이고

|a-2b|-|2b-c|=2+4=a-c

020 

y= cx+d 
ax+b

=
c{x+;aB;}-:õa�:+d

a{x+;aB;}

=
-:õa�:+d

ax+b + c
a

36<(x좌표)É49, 0<(y좌표)<10

참고

이므로 이 함수의 그래프의 점근선의 방정식은 x=-;aB;, y=;aC;

이고 y축과 만나는 점의 x좌표는 ;bD;이다.

따라서 -;aB;>0, ;aC;>0, ;bD;<0이므로 

a>0, b<0, c>0, d>0 또는 a<0, b>0, c<0, d<0 

y=b'Äax-d+c=b¾̈a{x-;aD;}+c

이므로 이 함수의 그래프는 함수 y=b'¶ax의 그래프를 x축의 방향

향으로 ;aD; 만큼, y축의 방향으로 c만큼 평행이동한 것이다. 

Ú a>0, b<0, c>0, d>0일 때

b<0, a>0이고 ;aD;>0, c>0이므로 함수 y=b'Äax-d+c의

그래프는 다음 그림과 같이 제2사분면을 지나지 않는다. 

x

y

O

c y= ax-d+cb

d-a

Û a<0, b>0, c<0, d<0일 때

b>0, a<0이고 ;aD;>0, c<0이므로 함수 y=b'Äax-d+c의

그래프는 다음 그림과 같이 제2사분면을 반드시 지난다. 

x

y

O

c

y= ax-d+cb
d-a

x

y

O

c
y= ax-d+cb

d-a

Ú, Û에서 a>0, b<0, c>0, d>0 

답 ③ 

021

자연수 n에 대하여 "�nÛ`<"ÃnÛ`+2n<"ÃnÛ`+2n+1이므로 

n<"ÃnÛ`+2n<n+1 

즉, "ÃnÛ`+2n 의 정수 부분은 n이므로 소수 부분 f(n)은 

f(n)="ÃnÛ`+2n-n

1 
1-f(n)

= 1 
1-("ÃnÛ`+2n-n)

	 = 1
n+1-"ÃnÛ`+2n

	 =
n+1+"ÃnÛ`+2n 

(n+1-"ÃnÛ`+2n)(n+1+"ÃnÛ`+2n)

	 =
n+1+"ÃnÛ`+2n 

(n+1)Û`-(nÛ`+2n)

	 =n+1+"ÃnÛ`+2n

2n 

f(n)
= 2n 

"ÃnÛ`+2n-n

= "ÃnÛ`+2n+n
("ÃnÛ`+2n-n)("ÃnÛ`+2n+n)

= 2n("ÃnÛ`+2n+n)
(nÛ`+2n)-nÛ`

        ="ÃnÛ`+2n+n 
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∴ g(n)= 1 
1-f(n)

- 2n
f(n)

=n+1+"ÃnÛ`+2n-("ÃnÛ`+2n+n)�  

=1 

따라서 

g(1)+g(2)+g(3)+ y +g(k)=1_k=k

이므로 

k=2028

답 2028 

022

두 별 A, B의 표면 온도를 각각 TA, TB, 반지름의 길이를 각각 

RA, RB, 광도를 각각 LA, LB라 하면 

TA=;2!; TB, RA=36RB, LA=kLB

TAÛ`=
1
R� ¾¨

L�
4pr  에서 

{;2!;TB}2`= 1 
36Rõ ¾¨

kLõ
4pr  

TBÛ`=
'k
9 _ 1

Rõ ¾¨
Lõ
4pr

TBÛ`=
'k
9 _TBÛ`, 

'k
9 =1  

∴ k=81

답 ③ 

023 

함수 f(x)="Ãa(x-1)+1 (a>0)의

3

1

5

7

21 6

A

B

C

D

(i)

(ii)

x

y

O

 

그래프가 사각형 ABCD와 만나지 않

으려면 오른쪽 그림과 같이 그래프가 

선분 AD보다 위쪽에 있거나 선분 BC

보다 아래쪽에 있어야 한다.

Ú ‌�함수 y=f(x)의 그래프가 선분 �

AD보다 위쪽에 있는 경우 �  

f(2)>5, f(6)>7이어야 하므로�  

'a+1>5, '¶5a+1>7

 a>16, a>:£5¤:  

 ∴ a>16

Û ‌�함수 y=f(x)의 그래프가 선분 BC보다 아래쪽에 있는 경우

 두 점 B, C를 지나는 직선의 방정식은 y=;2!;x+2이고 직선 

 BC와 함수 y=f(x)의 그래프의 교점이 없어야 하므로 

 ;2!;x+2="Ãa(x-1)+1

 x+2=2"Ãa(x-1), (x+1)=4a(x-1)

 xÛ`+4(1-a)x+4(1+a)=0

 이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

 
D
4 ={2(1-a)}Û`-4(1+a)<0

 ‌�aÛ`-3a<0, a(a-3)<0  �    

∴ 0<a<3

Ú, Û에서 0<a<3 또는 a>16이므로 50 이하의 자연수 a는 �  

1, 2, 17, 18, 19, y, 50의 36개이다.

답 36

024

2

4

2 6

y=f(x)

y=f ÑÚ (x)
A

B C

D

x

y

O

함수 y=f(x)의 그래프가 직사각형 ABCD와 만나려면 함수 

y=f(x)의 그래프가 선분 AC와 만나야 한다. 

즉, f(2)É4, f(6)¾2이어야 하므로 

'¶2k É4, '¶6k ¾2

kÉ8, k¾;3@;

∴ ;3@;ÉkÉ8 � …… ㉠ 

y='¶kx 라 하면

yÛ`=kx, x= yÛ`
k

x와 y를 서로 바꾸면

y=;k!;xÛ` (x¾0)

∴ f -1(x)=;k!;xÛ` (x¾0)

함수 y=f -1(x)의 그래프가 직사각형 ABCD와 만나려면 함수

y=f -1(x)의 그래프가 선분 AC와 만나야 한다. 

즉, f -1(2)É4, f -1(6)¾2이어야 하므로 

;k$;É4, 36 k ¾2

k¾1, kÉ18

∴ 1ÉkÉ18� …… ㉡ 

㉠, ㉡에서 1ÉkÉ8이므로 정수 k는 1, 2, 3, ⋯, 8의 8개이다. 

답 8 

025

f(x)=a'§x+b라 하면 a, b가 자연수

x

y

O

3

5 

2 5

y=f(x)
A

B

이므로 함수 y=f(x)의 그래프의 개형

은 오른쪽 그림과 같다. 

함수 y=f(x)의 그래프가 선분 AB와 

만나려면 f(2)É5, f(5)¾3이어야 하

므로 

'2 a+bÉ5, '5 a+b¾3 

∴ 3-'5 aÉbÉ5-'2 a 
Ú ‌�a=1일 때�  

3-'5ÉbÉ5-'2이므로 자연수 b의 값은 1, 2, 3이다. 

Û ‌�a=2일 때�  

3-2'5ÉbÉ5-2'2이므로 자연수 b의 값은 1, 2이다. 

Ü ‌�a¾3일 때�  

3-'5 aÉbÉ5-'2 a에서 5-'2 a<1이므로 이를 만족시키

는 자연수 b의 값은 없다. 

Ú~Ü에서 함수 y=a'x+b의 그래프가 선분 AB와 만나도록 
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하는 순서쌍 (a, b)의 개수는 

3+2=5 

따라서 함수 y=a'x+b의 그래프가 선분 AB와 만나지 않도록 

하는 순서쌍 (a, b)의 개수는 

10_10-5=95 

답 ⑤ 

026

오른쪽 그림과 같이 곡선 y='Ä4x+a-2와

(a, 0)

Q

P

y= 4x+a-2

C

 

원 C: (x-a)Û`+yÛ`=2가 두 점 P, Q에서 

만날 때, 원의 중심이 (a, 0)이므로 양수 t, 

s에 대하여 두 점 P, Q의 좌표를 각각�  

(a-s, -t), (a+s, t)라 하자. 

점 P는 곡선 y='Ä4x+a-2 위의 점이므로 

-t="Ã4(a-s)+a-2

(-t+2)Û`=4(a-s)+a

tÛ`-4t+4=5a-4s � ⋯⋯ ㉠ 

점 Q도 곡선 y='Ä4x+a-2 위의 점이므로 

t="Ã4(a+s)+a-2

(t+2)Û`=4(a+s)+a

tÛ`+4t+4=5a+4s � ⋯⋯ ㉡ 

㉡-㉠을 하면 

8t=8s    ∴ t=s � ⋯⋯ ㉢ 

선분 PQ는 원의 지름이므로 

PQÓ=2'2    ∴ PQÓ 
2
=8

또, 

PQÓ 
2‌�
={(a+s)-(a-s)}Û`+{t-(-t)}Û`�  

=4sÛ`+4tÛ`�  

=8tÛ` (∵ ㉢)

이므로 

8tÛ`=8    ∴ t=1, s=1 

이것을 ㉠에 대입하면 

1-4+4=5a-4ss    ∴ a=1

답 1

027

hk(x)="Ã6(x+k)-9+k

=¾¨6 {x+k-;2#;}+k 

이므로 함수 hk(x)의 정의역은 [x|x¾;2#;-k], 치역은 {y|y¾k}

이다.

함수 y=hk(x)의 그래프가 함수 �

x

y

O

y=g(x)k

-k

y=hk(x)

y=f(x)

3-2
3-2

 

y=f(x)의 그래프와 오직 한 점

에서만 만나려면 오른쪽 그림과 

같이 점 {;2#;-k, k}가 함수 

y=f(x)의 그래프보다 위쪽에 

있어야 하므로 f {;2#;-k}<k에서 

;6!; {;2#;-k}2`+;2#;<k, 4kÛ`-36k+45<0 

(2k-3)(2k-15)<0    ∴ ;2#;<k<:Á2°:

따라서 이를 만족시키는 자연수 k의 값은 2, 3, 4, 5, 6, 7의 6개

이다. 

답 6 

028 

두 점 Pk(k, 'Äk+1), Qk(k, 'Äk-1)에서

PkQk Ó='Äk+1-'Äk-1

이므로 

f(k)= PÕk QkÓ
PÕk+Ó1 QÓk+1Ó

= 'Äk+1-'Äk-1
'Äk+2-'k

∴ '2 f(1)f(2)f(3)_ y _f(99)

='2_ '2-'0 
'3-'1 

_ '3-'1 
'4-'2 

_ '4-'2 
'5-'3

 _

 y _ '9�9-'9�7 
'¶100-'9�8

_ 'Ä100-'9�8 
'¶101-'9�9

= 2
'¶101-'9�9 

='¶101+3'1�1
따라서 m=101, n=11이므로 

m+n=101+11=112 

답 ② 

029

P(m, 0)

fÁ(x)='Äx+2이고, 점 A의 x좌표는 점 P의 x좌표와 같으므로

A(m, 'Äm+2)

fª(x)='Ä2x+3이고, 점 B의 y좌표는 점 A의 y좌표와 같으므로

'Ä2x+3='Äm+2에서 

2x+3=m+2    ∴ x= m-1
2

∴ B{ m-1
2 , 'Äm+2}

f£(x)='Ä3x+4이고, 점 C의 x좌표가 
m-1
2  이므로 점 C의 y좌

표는 

y=¾¨3_ m-1
2 +4=¾¨ 3m+5

2

∴ C{ m-1
2 , ¾̈ 3m+5

2  }

f¢(x)='Ä4x+5이고, 점 D의 y좌표는 점 C의 y좌표와 같으므로

'Ä4x+5=¾̈ 3m+5
2  에서 

4x+5= 3m+5
2     ∴ x= 3m-5

8

∴ D{ 3m-5
8 , ¾̈ 3m+5

2  }

따라서 Q{ 3m-5
8 , 0}이므로 

n= 3m-5 
8  

3(m+1)=8(n+1)이므로 

m+1은 8의 배수이고, n+1은 3의 배수이다.

이때 m, n은 두 자리 자연수이므로 순서쌍 (m, n)은  

(31, 11), (39, 14), ⋯ 

따라서 m+n의 최솟값은 
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31+11=42 

답 42 

030 

점 M의 x좌표가 t이므로 

M(t, 'Ät+1+1)

또, x축 위의 점 A의 좌표를 (a, 0), y축 위의 점 B의 좌표를 �  

(0, b)라 하면 직각삼각형의 외심은 빗변의 중점이므로 점 M은 

선분 AB의 중점이다. 

즉, t=;2A;, 'Ät+1+1=;2B;이므로 

a=2t, b=2('Ät+1+1)

따라서 삼각형 OAB의 넓이 S(t)는 

S(t)=;2!;_|2t|_|2('Ät+1+1)|

=2|t|('Ät+1+1)

이므로 

S(24)=|2_24_('2�5+1)|=288 

S(8)=|2_8_('9+1)|=64 

∴ S(24)-S(8)=288-64=224 

답 224 

031

직선 AB의 방정식은 

y-5= 10-5 
-2-(-4)

{x-(-4)}, 즉 y=;2%;x+15 

삼각형 PAB에서 밑변을 선분 AB라 하면 높이는 곡선�  

y="Ã5x+15+2 위의 점과 직선 AB 사이의 거리가 되므로 이 거

리가 최대 또는 최소가 될 때 삼각형 PAB의 넓이도 최대 또는 최

소가 된다. 

다음 그림과 같이 직선 AB에 평행한 직선이 곡선에 접할 때 높이

가 최소가 되고, 직선 AB에 평행한 직선이 곡선 위의 점 (2, 7)

을 지날 때 높이가 최대가 됨을 알 수 있다. 

-4 -2 2

2

5

-3

10

(-3ÉxÉ2)

7

x

y

O

A

B

y= 5x+15+2

y= x+155
2

직선 AB와 평행한 직선의 방정식을 

y=;2%;x+k (k는 상수)

라 하자. 

이 직선이 곡선과 접할 때의 k의 값을 구하면 

;2%;x+k='Ä5x+15+2

[;2%;x+(k-2)]2`=5x+15 

:ª4°:xÛ`+5(k-3)x+kÛ`-4k-11=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D={5(k-3)}Û`-25(kÛ`-4k-11)=0 

-50(k-10)=0    ∴ k=10 

점 A(-4, 5)와 직선 y=;2%;x+10, 즉 5x-2y+20=0 사이의 거

리는 

|5_(-4)-2_5+20|
"Ã5Û`+(-2)Û`

= 10 
'2�9

 

선분 AB의 길이는 

ABÓ="Ã{-2-(-4)}Û`+(10-5)Û`='2�9 
따라서 삼각형 PAB의 넓이의 최솟값 m은 

m=;2!;_'2�9_ 10 
'2�9

=5 

또, 곡선 y='Ä5x+15+2 (-3ÉxÉ2) 위의 점 (2, 7)과 직선 AB, 

즉 5x-2y+30=0 사이의 거리는 

|5_2-2_7+30|
"Ã5Û`+(-2)Û`

= 26 
'2�9

 

따라서 삼각형 PAB의 넓이의 최댓값 M은 

M=;2!;_'2�9_ 26 
'2�9

=13 

∴ M-m=13-5=8 

답 8 

032

점 A는 직선 y=-x+6과 곡선 y='¶3x 가 만나는 점이므로

'¶3x=-x+6에서 

3x=xÛ`-12x+36, xÛ`-15x+36=0 

(x-3)(x-12)=0    ∴ x=3 또는 x=12 

이때 점 A는 직선 y=-x+6 위에 있고 제1사분면 위의 점이므

로 

x>0, -x+6>0

즉, 0<x<6이므로 

A(3, 3)

오른쪽 그림과 같이 직선 y=-x+6

x

y

O

y= kx

y=

y=-x+6

3x

A(3, 3)

C(6, 0)

B(a, -a+6)

이 곡선 y='¶kx 와 만나는 점을 �

B(a, -a+6), x축과 만나는 점을 

C(6, 0)이라 하면 삼각형 OAB의 

넓이는 삼각형 OBC의 넓이에서 삼

각형 OAC의 넓이를 뺀 값이므로 

3=;2!;_6_(-a+6)-;2!;_6_3    ∴ a=2 

따라서 B(2, 4)이고, 점 B는 y='¶kx의 그래프 위의 점이므로 

4='¶2k, 16=2k  

∴ k=8 

답 ⑤ 

033

직사각형의 세로의 길이를 a (0<a<'3)라 하면 직사각형의 한 

모서리와 곡선 y='Ä3-x 가 만나는 점의 y좌표가 a이다.

'Ä3-x=a에서

3-x=aÛ`    ∴ x=3-aÛ`

즉, 직사각형의 가로의 길이는 6-2aÛ`이다.

참고
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따라서 직사각형의 둘레의 길이는

2{a+(6-2aÛ`)}=-4aÛ`+2a+12

=-4{a-;4!;}2`+:¢4»:

이고, a=;4!;일 때 최댓값 l=:¢4»:를 갖는다. 

이때의 직사각형의 

세로의 길이는 a=;4!;, 

가로의 길이는 6-2aÛ`=:¢8¦:

이므로 직사각형의 넓이 S는 

S=;4!;_:¢8¦:=;3$2&; 

∴ 4l-32S=49-47=2 

답 2 

참고

무리식의 최대·최소를 구해야 할 때는 근호 전체나 y좌표를 새로운 문자

로 치환하여 이차함수 형태로 만들어 풀면 쉽다.

034

직선 AB의 방정식을 y=mx (m>0), 점 B의 x좌표를 �  

k (k>0)라 하면 

B(k, mk)

점 A와 점 B는 원점에 대하여 대칭이므로 

A(-k, -mk)

삼각형 ABC가 정삼각형이므로 직선 OC는 선분 AB의 수직이등

분선이다. 

즉, 직선 OC의 방정식은 

y=- 1 
m  x 

점 C는 함수 y=g(x)의 그래프와 직선 OC의 교점이므로 

-;[#;=- 1 
m  x에서 

xÛ`=3m    ∴ x='¶3m (∵ x>0)

∴ C{'¶3m, - '¶3m 
m }

삼각형 ABC가 정삼각형이므로 

OCÓ='3 OBÓ

양변을 제곱하면 

OCÓ 
2
=3 OBÓ 

2

3m+ 3 
m =3(kÛ`+mÛ`kÛ`)

m+ 1 
m=kÛ`+mÛ`kÛ`

mÛ`+1 
m =kÛ`(1+mÛ`), 1 

m =kÛ` (∵ mÛ`+1+0)

∴ mkÛ`=1�  …… ㉠ 

점 B(k, mk)는 곡선 y='§x 위의 점이므로

mk='k� …… ㉡ 

㉡을 ㉠에 대입하면 

k'k=1    ∴ k=1, m=1 

∴ B(1, 1)

이때 ABÓ=2 OBÓ=2'2이므로 정삼각형 ABC의 넓이 S는 

S= '3 4 _(2'2)Û`=2'3

∴ SÛ`=12 

답 12 

035

함수 y='Ä6-x+2의 그래프를 x축에 대하여 대칭이동한 그래프

의 식은 

-y='Ä6-x+2, 즉 y=-'Ä6-x-2 

이 함수의 그래프를 x축의 방향으로 a만큼, y축의 방향으로 b만

큼 평행이동한 그래프의 식은 

y=-"Ã6-(x-a)-2+b, 즉 y=-"Ã6+a-x-2+b 

∴ g(x)=-"Ã6+a-x-2+b 

이때 두 함수 y=f(x), y=g(x)

x

y

O

y=g(x)

6+a6

y=f(x)
의 그래프가 만나려면 오른쪽 그

림과 같이 g(6)¾f(6)이어야 한

다. 

즉, -'a-2+b¾2에서 

b¾'a+4

이 부등식을 만족시키는 1ÉaÉ12, 1ÉbÉ12인 자연수 a, b의 

순서쌍 (a, b)의 개수를 구하면 다음과 같다. 

Ú ‌�a=1일 때�

a

b

O
1

4

12

1 12

b= a+4

 

b¾5이므로 순서쌍 (a, b)

의 개수는�  

1_8=8 

Û ‌�1<aÉ4일 때�  

b¾6이므로 순서쌍 (a, b)

의 개수는�  

3_7=21 

Ü ‌�4<aÉ9일 때�  

b¾7이므로 순서쌍 (a, b)의 개수는�  

5_6=30 

Ý ‌�9<aÉ12일 때�  

b¾8이므로 순서쌍 (a, b)의 개수는�  

3_5=15 

Ú~Ý에서 구하는 순서쌍 (a, b)의 개수는 

8+21+30+15=74 

답 74 

036 

'Äx-1=t (t¾0)로 놓으면

x-1=tÛ`    ∴ x=tÛ`+1

y=;2{;-k'Äx-1이라 하면

y= tÛ`+1
2 -kt

=;2!; tÛ`-kt+;2!;

=;2!;(t-k)Û`+ 1-kÛ`
2

이때 k>0이므로 꼭짓점의 좌표 t=k는 t¾0에 포함된다.

따라서 함숫값 y는 t=k, 즉 x=kÛ`+1일 때 최솟값 
1-kÛ`
2  을 가

지므로

1-kÛ`
2 =-4, kÛ`=9
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∴ k=3 (∵ k>0)

이때 p=kÛ`+1=10이므로 

k+p=3+10=13 

답 13 

037 

y="Ãx+|x-2|

=[
'2 		  (x<2)

'Ä2x-2	 (x¾2)

점 (4, 2)를 지나고 기울기가 m인 직선의 방정식은 

y=m(x-4)+2�  …… ㉠ 

함수 y="Ãx+|x-2|의 그래프는 직선 ㉠이 다음 그림의 두 직선 

Ú, Û의 사이를 지날 때 서로 다른 세 점에서 만난다. 

2

2

4

(i)

(ii)

y= x+|x-2|

x

y

O
2

Ú 직선 ㉠이 점 (2, '2)를 지날 때

'2=-2m+2    ∴ m=1- '22
Û ‌�직선 ㉠이 x축과 평행할 때 �  

m=0 

Ú, Û에서 0<m<1- '22

따라서 a=0, b=1- '22 이므로

2b-a=2-'2
답 ② 

038

f(x)=[
'Ä-x+4+3	(x<2)

3x+1 
x-1

		  (x¾2)
 

=[
"Ã-(x-4)+3 (x<2)

4 
x-1+3	 (x¾2)

 

이므로 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

y=k

y=f(x)

x

y

O 2

3

7

a b

k

2+3

이때 f(a)=f(b)=k이므로 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 y=k

의 두 교점의 x좌표가 a, b (a<2Éb)이다. 

x<2일 때 f(x)>'2+3

x¾2일 때 f(x)É7

이므로 정수 k가 될 수 있는 값은 5, 6, 7이다. 

Ú ‌�x<2일 때�  

f(a)=k에서�  

'Ä-a+4+3=k, -a+4=(k-3)Û`  �    

∴ a=4-(k-3)Û`

Û ‌�x¾2일 때�  

f(b)=k에서 

 
3b+1 
b-1 =k, 3b+1=kb-k  

 ∴ b= k+1 
k-3

Ú, Û에서 

k=5이면 a=0, b=3 

k=6이면 a=-5, b=;3&; 

이때 b=;3&;은 정수가 아니므로 조건을 만족시키지 않는다.

k=7이면 a=-12, b=2 

따라서 정수 a, b의 순서쌍 (a, b)는

(0, 3), (-12, 2)

이므로 b-a의 최댓값은 

2-(-12)=14 

답 14 

039

xÉ4에서 함수 y=-"Ãa(4-x)+k가 정 y=f(x)

k

x

y

O 4

의되려면 a>0이어야 하고, 곡선 

y= b 
x-4+k의 점근선의 방정식은 x=4,

y=k이므로 함수 f 가 일대일대응이 되려

면 오른쪽 그림과 같아야 한다.

∴ b>0

조건 ㈏에서 f(0)=1이므로 

-'¶4a+k=1    ∴ k=1+2'a � …… ㉠ 

f(6)=5이므로

;2B;+k=5    ∴ b=10-2k 

위의 식에 ㉠을 대입하면 

b=10-2(1+2'a)=8-4'a 
이때 a>0, b>0이고 a, b는 정수이므로 a, b는 자연수이다. 

b=8-4'a가 자연수이려면 'a 도 자연수이어야 하므로 

a=1, b=4, k=3 

∴ a+b+k=1+4+3=8 

답 8 

040

함수 y='Äx-2-1의 치역은 

{y|y¾-1}

y='Äx-2-1을 x에 대하여 정리하면 

(y+1)Û`=x-2, x=(y+1)Û`+2 

x와 y를 서로 바꾸면 

y=(x+1)Û`+2 (x¾-1)

따라서 두 함수 y=(x+1)Û`+2 (x¾-1), y='Äx-2-1은 역함

수 관계이고, 직선 PQ의 기울기가 -1이므로 점 P와 점 Q는 직

선 y=x에 대하여 대칭이다. 다른 풀이

즉, 점 P의 좌표를 (a, aÛ`+2a+3) (a¾-1)이라 하면 점 Q의 

08. 무리함수     127

해(118-136)_고난도_08.indd   127 2026-04-30   오후 4:51:53



좌표는 (aÛ`+2a+3, a)이다. 

∴ PQÓ‌�="Ã{(aÛ`+2a+3)-a}Û`+{a-(aÛ`+2a+3)}Û`�  

='2|aÛ`+a+3|� �

='2 (aÛ`+a+3) aÛ`+a+3={a+;2!;}2`+:Á4Á:>0 

='2 {a+;2!;}2`+ 11'2 
4

따라서 선분 PQ의 길이는 a¾-1에서 a=-;2!;일 때 최솟값

11'2 
4  를 갖는다. 

답
11'2 
4

  

다른 풀이 확장

선분 PQ와 직선 y=x의 교점을 M이라 하면 

PQÓ=2PÕMÓ

즉, 선분 PM의 길이가 최소일 때 선분 PQ의 길이도 최소이다. 

이때 기울기가 1이고 곡선 y=(x+1) Û`+2 (x¾-1)에 접하는 

직선의 방정식을 

y=x+k (k는 상수)

라 하면 선분 PM의 길이의 최솟값은 두 직선 y=x, y=x+k 사

이의 거리와 같다. 

한편, 곡선 y=(x+1)Û`+2 (x¾-1)와 직선 y=x+k의 교점의 

x좌표는 (x+1)Û`+2=x+k에서 

xÛ`+x+3-k=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D=1-4(3-k)=0

4k-11=0    ∴ k=:Á4Á: 

따라서 직선 y=x 위의 점 (0, 0)과 직선 y=x+:Á4Á:, 즉 

x-y+:Á4Á:=0 사이의 거리는 

|:Á4Á:|

"Ã1Û`+(-1)Û`
= 11'2 

8

이므로 선분 PQ의 길이의 최솟값은 

2_ 11'2 
8 = 11'2 

4  

041

f(g(x))=f(x)에서 

{g(x)}Û`-2g(x)+2=xÛ`-2x+2 

{g(x)}Û`-xÛ`-2{g(x)-x}=0

{g(x)-x}{g(x)+x}-2{g(x)-x}=0

{g(x)-x}{g(x)+x-2}=0 

∴ g(x)=x 또는 g(x)=-x+2 

방정식 f(g(x))=f(x)의 서로 다른 실근의 개수가 3이려면 함수 

y=g(x)의 그래프가 직선 y=x와 서로 다른 두 점에서 만나야 

한다. 

(-4, -4)

-4

-4

(i)

(ii)

y=-x+2

y=x

x

y

O

Ú ‌�함수 y=g(x)의 그래프가 점 (-4, -4)를 지날 때 �  

g(-4)=-4에서 �  

-m=-4    ∴ m=4 

Û ‌�함수 y=g(x)의 그래프가 직선 y=x에 접할 때�  

'Äx+4-m=x에서 �  

'Äx+4=x+m, x+4=xÛ`+2mx+mÛ`�  

xÛ`+(2m-1)x+mÛ`-4=0�  

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면�  

D=(2m-1)Û`-4(mÛ`-4)=0

-4m+17=0    ∴ m=:Á4¦: 

Ú, Û에서 4Ém<:Á4¦:

따라서 정수 m의 값은 4이다. 

답 4 

042 

함수 y=f(x)의 그래프가 점 (1, 1)을 지나므로 

'a=1    ∴ a=1 

∴ f(x)='§x 

함수 y=g(x)의 그래프가 점 (5, 5)를 지나므로 

'¶5b=5    ∴ b=5 

∴ g(x)='¶5x 

함수 y=h(x)의 그래프가 점 (2, 4)를 지나므로 

'¶2c=4    ∴ c=8 

∴ h(x)='¶8x 

∴ (( f½g-1)-1½h)(8)‌�=(g½f -1½h)(8)�  

=g( f -1(h(8)))�  

=g( f -1(8)) 참고 �  

=g(64)�  

=8'5 
답 8'5 

참고

f -1(8)=k라 하면 f(k)=8이므로 

'k=8    ∴ k=64 

따라서 f -1(8)=64이다. 

043 

h(x)=[
2 g(x)	( f(x)<g(x))
2 f(x)	( f(x)¾g(x))

=[
2|x+4|	( f(x)<g(x))
2'Ä2-x	 ( f(x)¾g(x))

두 함수 f(x)='Ä2-x, g(x)=|x+4|의 그래프의 교점의 x좌표는 

'Ä2-x=|x+4|에서

2-x=(x+4)Û`, xÛ`+9x+14=0

(x+7)(x+2)=0    ∴ x=-7 또는 x=-2

x

y

O 2-2-4-7

y=

y=x+4
y=-x-4

2-x
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따라서 

h(x)= 

-2x-8	(x<-7)

2'Ä2-x	 (-7Éx<-2)

2x+8	 (-2ÉxÉ2)

(
[{
9[

이므로 함수 y=h(x)의 그래프와 직선 y=4, y=7은 다음 그림

과 같다.

x

y

O-7 -2 2

12

6
y=4

y=7

y=h(x)

∴ ‌�N(4)+N(7)=1+2=3

답 3

044

점 P의 y좌표를 a (a¾0)라 하면 

'Äx-2=a에서 x=aÛ`+2

즉, 점 P의 좌표는 ( ㈎ aÛ̀ +2  , a)이다. 

두 곡선 y=f(x)와 y=f -1(x)는 직선 y=x에 대하여 서로 대칭

이고 두 직선 l과 y=x는 서로 수직이므로 두 점 P와 Q는 직선 

y=x에 대하여 서로 대칭이다. 

그러므로 삼각형 OPQ의 외접원의 중심을 C라 하면 점 C는 직선 

y=x 위에 있다. 

점 C의 좌표를 (k, k) (k>0)라 하면 삼각형 OPQ의 외접원의 

반지름의 길이는 COÓ='2k이고, 삼각형 OPQ의 외접원의 넓이는 

2kÛ`p이다. 

삼각형 OPQ의 외접원의 넓이가 :ª2°:p일 때, 2kÛ`p=:ª2°:p에서

kÛ`=:ª4°:    ∴ k=;2%; (∵ k>0)

즉, 점 C의 좌표는 { ㈏ ;2%;  , ㈏ ;2%;  }

CPÓ=COÓ에서 CPÓ 
2
=COÓ 

2
이므로

[(aÛ`+2)-;2%;]2`+{a-;2%;}2`={ 5'2 2 }2`

aÝ`-5a-6=0

hÁ(a)=aÝ`-5a-6이라 하면 hÁ(-1)=0이므로 조립제법을 이용

하여 hÁ(a)를 인수분해하면

-1 1 0 0 -5 -6

-1 1 -1 6

1 -1 1 -6 0

hÁ(a)=(a+1)(aÜ`-aÛ`+a-6)

hª(a)=a Ü`-a Û`+a-6이라 하면 hª(2)=0이므로 조립제법을 이

용하여 hª(a)를 인수분해하면

2 1 -1 1 -6

2 2 6

1 1 3 0

∴ (a+1)(a-2)(aÛ`+a+3)

이때 a¾0이므로 a=㈐ 2

따라서 점 P의 y좌표는 ㈐ 2  이다. 

즉, g(a)=aÛ`+2, m=;2%;, n=2이므로 

m+g(n)=;2%;+6=:Á2¦:

답 ③ 

045
일등급의 메모장

오른쪽 그림과 같이 좌표평면 위의 서

x

y

O

A(xÁ, yÁ)

B(xª, yª)

C(x£, y£)

로 다른 세 점 A(xÁ, yÁ), B(xª, yª), 

C(x£, y£)이 주어졌을 때,

삼각형 ABC의 넓이 S는 

S=;2!;±
xÁ
yÁ

xª
yª

x£
y£

xÁ
yÁ ±

=;2!;|(xÁyª+xªy£+x£yÁ)-(xªyÁ+x£yª+xÁy£)|

삼각형 ABP에서 선분 AB를 밑

A(1, 1)

B(5, 5)P

x

y

O

y= ax

변으로 하고, 점 P와 직선 AB 사

이의 거리를 높이라 하면 오른쪽 

그림과 같이 삼각형 ABP의 높이

가 최대일 때 넓이가 최대이므로 

점 P는 직선 AB와 평행한 접선의 접점이다. 

직선 AB의 방정식은 

y= 5-1 
5-1 (x-1)+1, 즉 y=x 다른 풀이

직선 AB와 평행하고 함수 y='¶ax의 그래프에 접하는 직선의 방

정식을 y=x+k (k는 상수)라 하면 '¶ax=x+k에서

ax=xÛ`+2kx+kÛ`

xÛ`+(2k-a)x+kÛ`=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면 

D=(2k-a)Û`-4kÛ`=0

a(a-4k)=0    ∴ k=;4A; (∵ a+0)

따라서 접선의 방정식은 

y=x+;4A;

접선 y=x+;4A;와 직선 y=x는 평행하므로 접선 y=x+;4A; 위의 

한 점 {0, ;4A;}와 직선 y=x, 즉 x-y=0 사이의 거리는 

|0-;4A;|

"Ã1Û`+(-1)Û`
= a

4'2

또, 

ABÓ="Ã(5-1)Û`+(5-1)Û`=4'2 
이므로

삼각형 ABP의 넓이의 최댓값은 

;2!;_4'2_ a
4'2

=;2A;

답 ②

다른 풀이 확장  

점 P는 함수 y='¶ax의 그래프 위의 점이므로 P{ tÛ`a , t}

두 점 A(1, 1), B(5, 5)는 직선 y=x 위에 있으므로 이 직선 위

확장
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의 다른 두 점인 원점 O와 점 C(4, 4)에 대하여 선분 AB의 길이

와 선분 OC의 길이는 같고 직선 AB와 점 P 사이의 거리는 직선 

OC와 점 P 사이의 거리와 같다. 

따라서 삼각형 ABP의 넓이와 삼각형 OCP의 넓이는 같다. 

이때 삼각형 OCP의 넓이를 S라 하면

S=;2!;± 0

0

4

4

tÛ`
a
t

0

0
±

=;2!;±(4_t)-{4_ tÛ`
a }±

=;a@;t(a-t)

=-;a@; {t-;2A;}2`+;2A; (∵ 0<t<a)

이므로 넓이 S는 t=;2A;일 때 최댓값 ;2A;를 갖는다.

046
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무리함수의 그래프와 직선이 만나는 점에 대한 문제는 

무리함수의 그래프와 직선이 한 점에서 만날 때(접할 때)

직선이 무리함수의 그래프의 시작점(정의역의 시작 또는 끝)을 

지날 때가 중요한 경우가 많다.

함수 f(x)='Äax-3+2 {a¾;2#;}에 대하여 

f -1(x)=;a!;(x-2)Û`+;a#; (x¾2)

이므로 함수 y=f(x)의 그래프와 함수 y=f -1(x)의 그래프의 개

형은 다음 그림과 같다. 

2
2

y=f(x)

y=f ÑÚ (x)

x

y

O

함수

g(x)=[
f(x)	 ( f(x)<f ÑÚ`(x)인 경우)

f ÑÚ`(x)	( f(x)¾f ÑÚ`(x)인 경우)
는

x¾2인 실수 x에 대하여 f(x)와 f -1(x) 중 크지 않은 값이므로 

함수 y=g(x)의 그래프의 개형은 다음 그림과 같다.

2
2 x

y

O

y=g(x)

이때 직선 y=x-1은 직선 y=x-2보다 위쪽에 있고, 직선�  

y=x-3은 직선 y=x-2보다 아래쪽에 있으므로 

h(1)=h(3)<h(2)

에서 세 직선 y=x-1, y=x-2, y=x-3의 개형은 다음 그림

과 같다. 참고

2
2 x

y

O

y=g(x)

y=x-1
y=x-2
y=x-3

위의 그림에서 직선 y=x-3이 함수 y=f -1(x)의 그래프에 접하

므로 

;a!;(x-2)Û`+;a#;=x-3에서 

(x-2)Û`+3=ax-3a, xÛ`-(a+4)x+3a+7=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D={-(a+4)}Û`-4(3a+7)=0

aÛ`-4a-12=0, (a+2)(a-6)=0

∴ a=6 {∵ a¾;2#;}

∴ f(x)='Ä6x-3+2, f -1(x)=;6!;(x-2)Û`+;2!; 다른 풀이

한편, 두 함수 y=f(x), y=f -1(x)의 그래프의 교점은 함수

y=f(x)의 그래프와 직선 y=x의 교점과 같으므로 

'Ä6x-3+2=x에서 6x-3=(x-2)Û`

xÛ`-10x+7=0    ∴ x=5+3'2 (∵ x¾2)

따라서 

g(x)=[
f(x)	 (x>5+3'2)
f ÑÚ`(x)	(2ÉxÉ5+3'2)

이므로

g(4)=f -1(4)=;6!;_2Û`+;2!;=;6&;

즉, p=6, q=7이므로 

p+q=6+7=13 

답 13

참고

모든 자연수 n에 대하여 1Éh(n)É3이므로 

h(1)=1이면 곡선 y=f -1(x) ( f(x)¾f -1(x))가 직선 y=x-1과 만

나지 않으므로 이 곡선은 두 직선 y=x-2, y=x-3과도 만나지 않는다. 

즉, h(1)=h(2)=h(3)=1이므로 모순이다. 

또, h(1)=3이면 h(1)<h(3)을 만족시키는 h(3)이 존재하지 않으므로 

모순이다. 

∴ 2=h(1)=h(3)<h(2)=3

다른 풀이

f(4)=2+'2�1, f -1(4)=;6&;이므로

g(4)=;6&; (∵ f(4)¾f -1(4))

즉, p=6, q=7이므로

p+q=6+7=13

047
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b+d 
a+c+1  를 두 점이 지나는 직선의 기울기로 생각하여 이 두 점의 

좌표를 a, b, c, d로 나타낸다.
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b+d 
a+c+1 =m이라 하면

m= b+d 
a+c+1 =

d-(-b)
c+1-(-a)

 

즉, m은 두 점 (-a, -b), (c+1, d)를 지나는 직선의 기울기

와 같다.

두 점 (-a, -b), (c+1, d)를 각각 P', Q'이라 하자. 

점 P(a, b)가 곡선 y='§x 위의 점이므로 점 P'(-a, -b)는 곡

선 y=-'¶-x 위의 점이고, 

점 Q(c, d)가 곡선 y='¶x-1 위의 점이므로 점 Q'(c+1, d)는 

곡선 y='¶x-2 위의 점이다. 

따라서 m은 곡선 y=-'¶-x 위의 점 P'(-a, -b)와 곡선�  

y='¶x-2 위의 점 Q'(c+1, d)를 지나는 직선의 기울기이다. 

1 2 x

y

O

P'(-a, -b)

Q'(c+1, d)
y= x-2

y=- -x

따라서 m이 최대일 때는 직선 P'Q'이 위의 그림과 같이 두 곡선�

y='¶x-2 와 y=-'¶-x 에 모두 접할 때이다. 다른 풀이

두 곡선은 점 (1, 0)에 대하여 대칭이므로 이때의 직선 P'Q'은 점 

(1, 0)을 지난다.

직선 P'Q'의 방정식을 

y=m(x-1) (m>0)

이라 하면 

m(x-1)='¶x-2에서 

mÛ`(x-1)Û`=x-2

mÛ`xÛ`-(2mÛ`+1)x+mÛ`+2=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D=(2mÛ`+1)Û`-4mÛ`(mÛ`+2)=0 

-4mÛ`+1=0    ∴ m=;2!; (∵ m>0)

따라서 직선의 방정식은 y=;2!;x-;2!;이고 M=;2!;이므로 

10M=10_;2!;=5 

답 ③ 

다른 풀이

직선 P'Q'의 방정식을 

y=mx+n (m>0, n은 상수)

이라 하면 이 직선이 곡선 y=-'¶-x 와 한 점에서 만나므로 

mx+n=-'¶-x 에서 

(mx+n)Û`=-x

mÛ`xÛ`+(2mn+1)x+nÛ`=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D=(2mn+1)Û`-4mÛ`nÛ`=0

4mn+1=0�  ⋯⋯ ㉠

같은 방법으로 직선 P'Q'이 곡선 y='¶x-2 와 한 점에서 만나므로 

8mÛ`+4mn-1=0�  ⋯⋯ ㉡ 

㉠, ㉡에서 m=;2!; (∵ m>0), n=-;2!;

따라서 직선의 방정식은 y=;2!;x-;2!;이고, M=;2!;이므로 

10M=10_;2!;=5  

048
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임의의 실수 t에 대하여 x에 대한 방정식 f(x)=t의 실근의 개수

가 항상 1이다. 

HjK 함수 f(x)는 치역이 실수 전체의 집합인 일대일대응이다.

조건 ㈎에 의하여 함수 f(x)는 치역이 실수 전체의 집합인 일대일

대응이다. 

a=0이면 t=0일 때 조건 ㈎를 만족시키지 않으므로 

a+0 

c=0이면 t=a일 때 조건 ㈎를 만족시키지 않으므로 

c+0 

f(x)= 

ax 
x-b  	 (x<b)

c'Äx-b+a	(x<b)

(
[{
9[

 

= 

ab 
x-b+a	 (x<b)

c'Äx-b+a	(x¾b)

(
[{
9[

 

ab>0, c<0이면 함수 y=f(x)의 그래프의 개형은 [그림 1]과 

같고, t<a일 때 조건 ㈎를 만족시키지 않는다. 

또, ab<0, c>0이면 함수 y=f(x)의 그래프의 개형은 [그림 2]
와 같고, t>a일 때 조건 ㈎를 만족시키지 않는다. 

즉, ab>0, c>0 또는 ab<0, c<0이어야 한다. 

그런데 a<b<c이므로 c<0일 때 a<0, b<0, 즉 ab>0이 되어 

조건을 만족시키지 않는다. 

따라서 함수 y=f(x)의 그래프의 개형은 [그림 3]과 같이 ab>0, 

c>0이므로 

a>0, b>0, c>0 또는 a<0, b<0, c>0

(b, a)

y=f(x)

(b, a)

y=f(x)

(b, a)

y=f(x)

[그림 1] [그림 2] [그림 3]

조건 ㈏에서 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 y=x는 한 점 �  

(-5, -5)에서만 만난다. 

b>0 또는 bÉ-5이면 조건 ㈏를 만족시키지 않으므로 

a<0, -5<b<0�  

또, 점 (-5, -5)는 곡선 y= ax 
x-b  (x<b) 위의 점이므로

-5= -5a 
-5-b 에서

a+b+5=0� ⋯⋯ ㉠ 

조건 ㈐에서 함수 y=f(x)의 그래프와 직선 y=;1°2;(x-7)은 두 

점 (-5, -5), (7, 0)에서만 만난다. 

직선 y=;1°2;(x-7)의 기울기는 양수이고 곡선 y= ax 
x-b  (x<b)

와 점 (-5, -5)에서만 만나므로 점 (7, 0)은 곡선 

y=c'Äx-b +a (x¾b) 위의 점이다. 

즉, 0=c'Ä7-b+a에서 

-a=c'Ä7-b � ⋯⋯ ㉡ 

㉠을 만족시키는 정수 a, b (a<b)로 이루어진 순서쌍 (a, b)는 

(-4, -1), (-3, -2)
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이고 ㉡에서 정수 c를 만족시키는 순서쌍 (a, b)는 

(-3, -2)

이다. 

따라서 a=-3, b=-2, c=1이므로 

abc=-3_(-2)_1=6 

답 6

참고

함수 y=f(x)의 그래프와 두 직선 �

-5

-5

7

a

b

y=f(x)

y=x

y= (x-7)5-12

x

y

Oy=x, y=;1°2;(x-7)은 오른쪽 그

림과 같다. 
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⑴ 높이가 같은 삼각형의 넓이의 비는 밑변의 길이의 비와 같다. 

⑵ ‌�함수 y=f(x)의 그래프와 그 역함수 y=f -1(x)의 그래프는 

직선 y=x에 대하여 대칭이다.

주어진 조건을 좌표평면 위에 나타내면 다음 그림과 같다. 

x

y

O lb

b
a

a

A

B

P

Q y=f(x)

y=f ÑÚ (x)

직선 l의 방정식을 y=-x+k (k>4)라 하면 

A(k, 0), B(0, k)

조건 ㈎에서 삼각형 OAQ의 넓이가 삼각형 OBQ의 넓이의 2배이

므로

AQÓ=2BQÓ � …… ㉠ 

직선 l은 직선 y=x에 대하여 대칭이고, 두 함수 y=f(x), �

y=f -1(x)의 그래프는 직선 y=x에 대하여 서로 대칭이므로 두 

점 P, Q도 직선 y=x에 대하여 서로 대칭이다. 

즉, 선분 AP의 길이와 선분 BQ의 길이가 같으므로 ㉠에서 

PQÓ=BQÓ=APÓ 

따라서 두 점 P, Q는 선분 AB의 삼등분점이므로  

P{ 2k 3 , ;3K;}, Q{;3K;, 2k 3 }

삼각형 OPQ의 넓이는 삼각형 OAB의 넓이의 ;3!;이고, 조건 ㈏에

서 삼각형 OPQ의 넓이가 6이므로

;3!;_{;2!;_k_k}=6    ∴ k=6 (∵ k>4)

∴ P(4, 2), Q(2, 4)

점 P(4, 2)는 함수 y=f(x)의 그래프 위의 점이므로 

2='Ä4-a+b    ∴ (2-b)Û`=4-a � …… ㉡ 

또, f(3)=1이므로 

1='Ä3-a+b    ∴ (1-b)Û`=3-a � …… ㉢ 

㉡-㉢을 하면

3-2b=1    ∴ b=1 

b=1을 ㉢에 대입하면 a=3 

∴ a+b=3+1=4 

답 4
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조건 ㈎, ㈏에서 a, b의 대소 관계가 주어지지 않았다. 

즉, 방정식 f(x)=a의 실근이 2개, f(x)=b의 실근이 1개인 경

우의 풀이와 방정식 f(x)=a의 실근이 1개, f(x)=b의 실근이 2

개인 경우의 풀이는 동일하므로 둘 중 하나만 조사하면 된다. 

조건 ㈎에서 

f(x)=a 또는 f(x)=b � …… ㉠ 

조건 ㈏에서 f(a)=a, f(b)=b이고 조건 ㈎에서 방정식 ㉠의 실

근이 a, b, c뿐이므로 방정식 f(x)=a의 실근이 a, c이고 방정식 

f(x)=b의 실근이 b뿐이거나, 방정식 f(x)=a의 실근이 a뿐이

고 방정식 f(x)=b의 실근이 b, c이다. 

방정식 f(x)=a의 실근이 a, c이고 방정식 f(x)=b의 실근이 b
뿐인 경우를 살펴보자. 

방정식 f(x)=a의 실근이 a, c이므로 곡선 y=f(x)와 직선 y=a
는 두 점에서 만나고 두 교점의 x좌표는 각각 a, c이다. 

또, 방정식 f(x)=b의 실근이 b이므로 곡선 y=f(x)와 직선 

y=b는 오직 한 점에서 만나고 이 점의 x좌표는 b이다. 

이때 곡선 y=f(x)와 x축에 평행한 직선이 오직 한 점에서 만나

려면 만나는 점의 좌표가 (a, b)이어야 하므로 점 (a, b)는 점 �  

(b, b)와 일치한다. 

∴ a=b=b � …… ㉡ 

한편, f(a)=a, f(b)=b이므로 곡선 y=f(x)와 직선 y=x는 두 

점 (a, a), (b, b)에서 만난다. 

따라서 함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

y=x

x

y

O

y=f(x)

a b

a
b

c

f(x)=x에서 

-(x-a)Û`+b=x 

-(x-b)Û`+b=x (∵ ㉡)

(x-b)(x-b+1)=0    ∴ x=b-1 또는 x=b 
∴ a=b-1 

f(a)=a이고 c>b=a이므로 

-'Äc-a+b=a
-'Äc-b+b=b-1 (∵ ㉡)

'Äc-b=1    ∴ c=b+1 

이때 a+b+c=15이므로 

(b-1)+b+(b+1)=15 

3b=15    ∴ b=5 

따라서 a=b-1=4, c=b+1=6이고, a=b=5이므로 

f(x)=[
-(x-5)Û`+5	(xÉ5)

-'Äx-5+5	 (x>5)
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∴ f(a+b)‌�=f(4+5)=f(9)�  

=-2+5=3 

같은 방법으로 방정식 f(x)=a의 실근이 a뿐이고 방정식 �

f(x)=b의 실근이 b, c인 경우에도 

f(a+b)=3

답 ③
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원점 O와 서로 다른 두 점 P(xÁ, yÁ), Q(xª, yª)에 대하여 

⑴ 직선 PQ의 기울기: 
yª-yÁ
xª-xÁ

⑵ 직선 OP의 기울기 : 
yÁ
xÁ

즉, x, y에 대한 유리식이 나오면 ‘기울기’로 해석할 수 있는지 확

인해 본다.

ㄱ. ‌�함수 y=f(x)의 그래프는 다음 그림과 같다. 

x

y

O

2

4

2 6 10

y=f(x)

이때 함수 y=f(x)의 그래프는 점 (6, 2)에 대하여 대칭이다.

xÁ+xª=12이면

xÁ+xª
2 =6

이므로 선분 PQ의 중점이 점 (6, 2)이다.

즉, 
yÁ+yª

2 =2이므로

yÁ+yª=4 (참)

ㄴ. ‌�2yÁ-2yª=xª-xÁ에서

yª-yÁ
xª-xÁ =-;2!;

이므로 직선 PQ의 기울기는 -;2!;이다. 

그런데 직선 PQ가 곡선 y=f(x)와 서로 다른 세 점에서 만나

려면 점 (6, 2)를 지나야 한다. 

x

y

O

2

4

62 10

y=f(x)

P

Q

기울기가 -;2!;인 직선 PQ가 점 (6, 2)를 지나면 위의 그림과 

같이 곡선 y=f(x)와 세 점 (2, 4), (6, 2), (10, 0)에서 만

나므로 xÁ+xª의 최솟값은 �  

2+6=8 (참)

ㄷ. ‌�xÁ+2yÁ=k (k는 실수)라 하면 점 P는 직선 x+2y=k 위의 

점이고, k의 최댓값과 최솟값은 직선 x+2y=k, 즉 

y=-;2!;x+;2K;가 곡선 y=f(x)에 접할 때임을 알 수 있다. 

x

y

O

y=- 1-2
k-2x+

y=f(x)

6ÉxÉ10에서 직선 y=-;2!;x+;2K;가 곡선 y=f(x)에 접하면

-;2!;x+;2K;='Ä10-x에서 

;4!;xÛ`-;2K;x+ kÛ`
4 =10-x 

xÛ`-2(k-2)x+kÛ`-40=0� …… ㉠

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D
4 ={-(k-2)}Û`-(kÛ`-40)=0

-4k+44=0    ∴ k=11�  

㉠에서 xÛ`-18x+81=0이므로�  

(x-9)Û`=0    ∴ x=9 �  

즉, 접점의 좌표는 (9, 1)이다.�  

또, 함수 y=f(x)의 그래프는 점 (6, 2)에 대하여 대칭이므로 

점 (9, 1)을 점 (6, 2)에 대하여 대칭이동한 점 (3, 3)에서 

직선 x+2y=k가 곡선 y=f(x)에 접하고, 이때의 k의 값은�

k=3+2_3=9 �  

따라서 xÁ+2yÁ의 최댓값은 11, 최솟값은 9이므로 최댓값과 

최솟값의 차는 �  

11-9=2 (참)

따라서 옳은 것은 ㄱ, ㄴ, ㄷ이다. 

답 ⑤

052
일등급의 메모장

모든 실수 x에 대하여 

f(x+a)=f(x)+b HjK f(x+a)-;aB;(x+a)=f(x)-;aB;x 

즉, g(x)=f(x)-;aB;x라 하면 g(x+a)=g(x)이므로 g(x)는 

주기가 a 이하인 함수이다. 

조건 ㈏, ㈐에 의하여 임의의 두 실수 xÁ, xª에 대하여 

xÁ<xª이면 f(xÁ)<f(xª), 즉 f(x)는 증가함수이므로 

a>0

조건 ㈎에 의하여 0Éx<1일 때 ax+b¾0이므로 

b¾0 

조건 ㈏에 의하여 f(1)=f(0)+1이므로 

'Äa+b+c='b+c+1

'Äa+b='b+1, a+b=b+1+2'b  

∴ a=2'b+1 

a가 정수이므로 b=kÛ` (k는 음이 아닌 정수)이라 하면 

a=2k+1 

f(0)=0이므로

'b+c=0    ∴ c=-k 

즉, 0Éx<1일 때 f(x)="Ã(2k+1)x+kÛ`-k 
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조건 ㈑에서 g(x)=f(x)-x라 하면 -nÉx<n일 때 방정식

g(x)=;4!;의 서로 다른 실근의 개수는 2n이고 

g(x+1)‌�=f(x+1)-x-1�  

=f(x)-x�  

=g(x)
이므로 임의의 정수 m에 대하여 mÉx<m+1일 때 방정식

g(x)=;4!;의 실근의 개수가 1임을 알 수 있다. 

즉, 0Éx<1일 때 곡선 y=f(x)와 직선 y=x+;4!;은 접하므로

"Ã(2k+1)x+kÛ`-k=x+;4!;에서 

"Ã(2k+1)x+kÛ`=x+k+;4!;

(2k+1)x+kÛ`=xÛ`+{2k+;2!;}x+kÛ`+;2!;k+;1Á6;

xÛ`-;2!;x+;2!;k+;1Á6;=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D={-;2!;}2`-4{;2!;k+;1Á6;}=0 

-2k=0    ∴ k=0 

즉, a=2k+1=1, b=kÛ`=0, c=-k=0이므로 

0Éx<1일 때 f(x)='§x 

조건 ㈏에서 

f(n)=f(0)+n=n (n은 자연수)

이 성립하므로

f(3a+2b+c)+f(5a+4b+3c)‌�=f(3)+f(5)�  

=3+5=8 

답 8

참고

조건 ㈏에 의하여

f(1)=f(0)+1=0+1=1

f(2)=f(1)+1=1+1=2

f(3)=f(2)+1=2+1=3

       ⋮

이므로 자연수 n에 대하여 f(n)=n임을 알 수 있다.

다른 풀이

f(0)=0이므로 조건 ㈎에서 

'b+c=0 � ⋯⋯ ㉠ 

또, 조건 ㈎, ㈏에서 f(x)='Äax+b+c (0Éx<1)이고 �

f(0+1)=f(0)+1이므로 

f(1)=1

이때 'Äa+b+c+1이면 조건 ㈐를 만족시키지 않으므로 

'Äa+b+c=1�  ⋯⋯ ㉡ 

㉠에서 c=-'b이므로 ㉡에서

'Äa+b-'b=1, 'Äa+b=1+'b
양변을 제곱하면

a+b=1+b+2'b
∴ a-1=2'b 
즉, a-1=-2c에서

c=;2!;(1-a)� ⋯⋯ ㉢ 

또, (a-1)Û`=4b에서

aÛ`=2a+4b-1 � ⋯⋯ ㉣ 

참고

0Éx<1에서 h(x)=x+;4!;이라 하면

h(x+1)=(x+1)+;4!;

={x+;4!;}+1

=h(x)+1 

이므로 0Éx<1에서 곡선 y=f(x)와 직선 y=h(x)의 교점이 k

개일 때 자연수 n에 대하여 -nÉxÉn에서 교점은 2kn개이다. 

이때 조건 ㈑에 의하여 k=1 

따라서 방정식 'Äax+b+c=x+;4!; (0Éx<1)은 하나의 근을 갖

는다. 

'Äax+b=x+;4!;-c에서 

ax+b={x+;4!;-c}2`

xÛ`+2[{;4!;-c}-;2A;]x+[{;4!;-c}2`-b]=0 

이 이차방정식의 판별식을 D라 하면

D 
4 =[{;4!;-c}-;2A;]2`-[{;4!;-c}2`-b]=0 

;4!;(aÛ`+4ac-a+4b)=0 

aÛ`+4ac-a+4b=0

aÛ`+4a_;2!;(1-a)-a+4b=0 (∵ ㉢)

-aÛ`+a+4b=0 

-(2a+4b-1)+a+4b=0 (∵ ㉣)

-a+1=0

따라서 a=1, b=0, c=0이므로

f(x)='§x (0Éx<1)

∴ ‌�f(3a+2b+c)+f(5a+4b+3c)�  

=f(3)+f(5) f(n)=f(n-1)+1= ⋯ =f(0)+n=n � 

=3+5=8

134     정답과 풀이
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